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Ein Brief als Voi-wort. 



Hochveretirter Herr Profeasor, 

GcBtatteii Sie mir an dieser Stelle einige persönliche Be- 
merkungeij. 

Es sinil bereite mehrere Jahre her, als mir ihre baliii- 
hrecheiiden Schöpfungen auf dem Gebiete der Apolaritätstheorie 
die erste Anregung gaben, auf diesem Wege ku einer allge- 
meinen projektivisclien Theorie der linearen Räume vorzu- 
dringen (cf. Kap. III und pg. 203). 

Allmählich erkannte ich dabei vgr Allem die Notliwendig- 
keit, Ihre Reaultatti mit der binfti'en Combinantentheone in 
innigere Verknüpfung zu bringen. Nunmehr, wo ich die erste 
Frucht meiner (liesbezilglichen Studien vorlege, hoiTe ich, daae 
es mir gelungen sein möchte, Ihre Theorie einmal nicht uner- 
heblich weiterzufuhren, andrerseits aber auch in neuen Zusiuu- 
inenhang mit manchen, scheinbar abseits liegenden Gebieten zu 
bringen. 

Ich fühle die Verpflichtung, meiner Verehrung Ihrer 
Leistungen in dieser Widmung öffentlich Ausdruck »u geben, 
wenn Ich auch nii^ht in Abrede stellen kann und will, dass die 
gemeinte Theorie auch von anderer Seite her, ao besonders von 
H. Rosanes, und in neuester Zeit von den H.H. Brill und 
ätephanos nambafle Förderung erfahren hat (cf. Litteraturvers.). 

Desgleichen muss ich in weiterem Kreise der wichtigen 
Arbeiten der H.H. Sylvester, Smith, Gordan, Brill, Sturm, 
Em. Weyr, G. Veronese u. Ä. ganz besonders hier Erwähnung 
thun. 

Waa die Anordnung nnd Darstellung des Stoffes angeht, 
BO muss ich in verschiedenen Punkten auf Ihre gUtJge Nach- 



siebt recliiien. Abgerechnet z. B. stiÜBtiecbe SchwKehcn, bin 
ic)i mir uamcntliub bewusst, (Iabb einzelne (mittlere) Partien 
von Kap. 11 einen breiteren Uatnn einnelLmon, als sie ihrem, 
tUeilweise nicht neuen, Inhalte nach OUrften. Ka dürfte mich . 
hier in etwne rechtfertigen, dasa ich mich in den Stand setzen I 
wollte , mich später auf diese Dinge in möglichster Kürze be- I 
rtifen zu dürfen. 

Desgleichen sind die bei den verschißdenen Thoilen dea | 
Werkes geforderten Vorkenntnisse von ungleicher Natur vgl. 
■/.. B. Kap. I mit der ersten Hälfte von Kap. II. Zum Theil ] 
möchte diea freilich in der Verschiedenartigkeit geometrischer ] 
und atgobraischer Auffassung begründet sein. 

Endlich ist die Trennung zwischen Bekanntem und Nei 
Fremdem und Eigenem niclit immer scharf und conaeqiient-l 
genug beobachtet: mir schwebte hauptsächlich die Absicht vor, j 
der (iestaltung des Ganzen ein individuell möglichBt einheile J 
liebes Gepräge zu geben; ich habe in diesem Sinne sümmtliche. 
Entwicklungen, auch wo sie sich auf geläufigere Dinge beziehen, I 
noch einmal selbständig durchgeführt. 

Im Uebrigeu sei mir erlaubt zu bemerken, dasa Ünter-J 
sachungeu, die schon von vornherein im Hinblick auf das § 
steckte Ziel einen so ausgedehnten Umfang erreichen musste 
im Einzelnen manche Lücken zeigen und vielfache Berichtigung 
erheischen werden (cf. pg. ;rt47}. Sollte doch auch in dieser 
„systematischen Voruntersuchung" keineswegs das volle Hate-a 
rial zum künftigen Gebäude, bis in's Detail der inneren Ein- 1 
richtung, beschnS't sein. Dagegen, scheint mir, sind die wesent-l 
liehen Begriffe, ßeweismcthoden uud Sätze so weit entwickelt,.! 
wie ii;h sie behufs der Durchführung der allgemeinsten Theorie | 
(cf. Kap. III) zur Zeit für hinreichend halte. 

Tübingen, Anfang März 1883. 

W. Franz Meyer. 
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und 



Rationale Cnryen. 



Einleitung. 

Das Werk, das icli liierinit dem raatbemnti sehen Publicum 
übergebe, zielt in letzter Linie (ef. Kap. III) auf eine durch- 
greifende Verwertini tifj der Algebra für die höhere Mannig- 
faltigkeitBlehro. Ks steht damit nur SL-heinbar im Wider- 
spruche, weim iiih die geometrischen Forrnulirungen fast dnrch- 
güugig nur aia Einkleidung^^n rein a]<^ebt-aischer Wahrheiten 
ansehe, wie sie im Wesentlichen nur dem Zwecke einer besseren 
Veranscbaulichung dienen. Denn betrachtet mau einmal prin- 
zipitill algebraische Ucberleguiigen ala die Quelle der ganzen 
Forw'bung, so tnuss, strenfr geuümmen, Alles, was sich ihrer 
Anwendung auf fremde Gebiete erschliesst, als Beiwerk er- 
scheinen. Allerdiuga kaim dann dieses Beiwerk , sofern man 
es an tind för sich und unabhängig von dem Leitungawege be- 
truclitet, einen bedeutenden und bleibenden Werth bean- 
spruchen; spätcrr'r Forschung bleibe es Überlaasen, direktere 
Beweismittel anfzuspUren. 

Wegen des Einzelnen kann ich hier auf die Einleitungen 
Mt den einzelnen Gapitelu, Abschnitten und Paragruphcu ver- 
weiun: nur das erste Capitel bedarf ebiiger erläuternder Zu- 
sätze. 

Dieses nimmt schon insofern eine Ausnah mcstetl an g ein, 
ab (abgesehen von seinem rein algebraischen Charakter^ der 
tiKMg seiner Entwicklung keineswegs eine kanonische StabüitJU 
bcajiBpntclit ; vielmehr erkennt man leicht, wie eich darin ein 
mehrmals in sich zurücklaufender Proceas wiedergiebt, dessen 
einzelne Phasen mannigfach ihre Itolle vertauschen können. 

80 z. B kann man von der Form des ächnittpunkt- 



XIT KinleiluDg. 

theorems §. 3 ausgehend (die rii»ii leiclit als eine nahexn I 
a priuri evidente aufstellen kaniij, dcu Grassmami'Bclieu Satz 
(§. 1) ableiten. 

Äelinliuli kann man mit wenigen Mitteln direkt zum Be-* 
weise des wichtigen CombiuanLenpriuctps (pg. 39) gelangeo, 
das dann die verschiedenen Formen des Schnittpuiikttheorems 
A Quce enthält. 

So ist weiter der Funktional dcterminantenBat/. am Ende 
des CapiteU als direkter Ausflina di>s CiraHsmiiDn'Bchen Satzes 
durstellbar etc. 

Die gegebene, scheinbar etwas coinpÜcirte Gestaltung 
dieses Capitels ist gewühlt, einmal, weil die mancherlei HUlfn- i 
Sätze spiiter zur Anwendimg kommen, und dann, um den innigen i 
Zusammenhang mit verwandten Unteranchuugeu (namentlich . 
der 11.11, Gordan, Brill und Gnrbieri) zu beleuchten. 

Inzwischen aind neueste Arbeiten (der H.H. Ürill und 
Sleplianoa) erschienen , die sowohl das erwähnte Combinanteu- 
prinzip als verschiedene Satze Über die Involutionen vierter J 
Ordnung enthalten. Ueber die dadurch eingetretene Versclde- I 
hung meiner Prioritätaansprllche ef. pg. 241 

Im Uebrigeu bitte ich den Leser, der sich vorerst mit Flaa 1 
und Anlage des Werkes vertraut machen will, mit der Lektüre 
von üap. II zu beginnen und erst bei Gelegenheit auf Cap. I . 
zurückzugreifen. Das Hauptprinzip, die Räume (spec. Ebene ' 
und Uauni) mit allen ihren Elementen auf die bez. „Norm- 
curveu" zu beziehen, wird ihn als sicherer Führer geleiten, ■ 

Das letzte Capitel tritt hier zwar nur als ein, wenn auch J 
sehr beachtenswerthcr Anhang auf, wird jedoch in dem kUnf-l 
tigen Werke „Ober die hnearen Räume" (cf. pg. 343, 39G) emA^ 
der wichtigsten Grundlagen bilden. 

Tübingen: Anfang Mar;i 1883. 



Oapitel T. 
Die rationalen Curven. 



Der Qrasamann'sehe Fuudameiitalsalz ober die Determinanten 
einer Matrix. 

1. Dieser Hatz befindet sieb mit Beweis (was il-Ij einer 
Mittbeilung des Herrn Dr. Mebmke \a Stuttgart verdaiiku) 
der Oraesinanii'schen Aiisdehnungslehre vom Jahre I8tJ2 
Kr. 112. 

Er bildet weiterhin die Grundlage der Abhandlung von 
Clebech „Über eine Fundanientalaufgiibe der Inviirianten- 
thcorie« Güttinger AbhandUmgen Bd. XVII (1872). Clebseh 
BloUt den Stitii von Neuem auf und beweist ihn mittelst 
Determiuanteuinultiplicatioii, epricltt aber zugleich die Ver- 
biathuug aus, dass er sieh schon bei Grassmann befinden 
itOnute '^ 

Ich halte einen neuen Beweis des Satzes ftlr nützlich, 

mir ziemlich einfacher zu sein scheint. 

Es genügt vollständig, die Methode des Deweiaes au dem 
einfachen Fall einer Matrix von zwei Horizontal- und t'Uut' 
Vcrtikuirciheu darzulegen. Der Bequemlichkeit wegen soll, 
wie hei Clebsch, die Vorstellung eJned Kaumes von 4 (resp. tt) 
r^iinensioQon beibehalten werden, um so mehr, da sie jetst 
o ziemlich allgemein Üblich ist. 

Durch zwei Punkte (oS|) (ßi) dieses Raumes gehl eine 
Gerade« (1) pA = »i^ + ßiH (* = 0,1.2,3,4). 

W. fr. Niyar, ApolwlUI. i 



2 Die rationalen Gurven. 

Ein Lioeargebilde 

(2) u;^^ u^x^ + u^x^ + u^x^ + u^x^ + u^x^ =z= 

ist durch vier Punkte eindeutig bestimmt : durch die Gerade 
(1) geht also noch eine zweifach unendlicBe lineare Schaar 
d. h. die Gerade ist auch dargestellt durch das System 

(3) o|i. = |ijm + Vin -f Tz.p (i = 0, . . 4) , wo (tiO (V|) 

(tTj) irgend drei solcher Lineargebilde sind, deren gemeinsame 

Punkte eben die Punkte unserer Geraden sind. Dabei sind 
X, |i resp. w, n,p homogene Parameter, p, g beliebige Faktoren. 
Dann sind bekanntlich nach Plilcker & Cayley als homogene 
Coordinateu der Geraden entweder die Determinanten der 
Matrix (ai ßi) oder die der Matrix ((li Vj tcj) aufzufassen 
d. s. solche, die sich bei ^Verschiebung" der Punkte a, ß auf 
der Geraden resp. bei ^Drehung" der Gebilde (i, v, n um die 
Gerade nur je um einen gemeinsamen Faktor ändern. 

Soll nun ein Punkt (ai) in einem Lineargebilde (jii) 
liegen, so findet die Relation 

(4) aji Ez^ Saj|ii = statt. 

Da nun offenbar jeder Punkt (xi) der Geraden in 
jedem ihrer Gebilde (tii) liegt, so finden die Gleichungen statt: 

(5) aj, = ßj, = a, = ß, = «;, = ß„ = 0. 

Aus den beiden ersten Gleichungen ergiebt sich durch 
resp. Multiplication mit ßyao und Subtraktion: 

\^iP«i + \^iPo2 + hPi>i + V-^04 = ^ ""^ analog 
(6) v^„^ + v^p„, + v^„3 + v^.^ = 



wo p^ = 



I k 



Aus dem System (6) ergiebt sich wieder 
durch resp. Multiplication mit den Determinanten der Matrix 

|ll Vi 7C, 



[I2 V^ 7^2 



und Addition 
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IJiLl Vi 7Ci 

(7) Pos qm +2>o4 Qm =0 wo q^^= ^^a Vm "^m 

[^ Vn Wn! 

Hätten wir statt der Indices 0, 1, 2 die andern i, n, m 
gewählt, 80 hätten wir erhalten: 

5 Zahlen 0, 1, 2, 3; 4 in irgend einer Folge). 

Dies ist die gesuchte Belation. Dafür können wir 
anch schreiben 



l-hk 



9linn 



i-hk 

oder (9) pjp^ = (—1) ffum/ 

Genau in analoger Weise ergiebt sich die allgemeine 
Formel (10) pp^^ = (-1) -^•'-^'^- •,„,., 

Es gilt dabei die einfache Regel, dass die Folge der 
ganzen Indexreihe 0, 1, 2, . . ,d durch Löschen der einen 
Theilreihe i, A;, Z, m . . . in die Folge der Restreihe r, 5, ^, w, . . . 
übergeht. 

Dafür kann man bekanntlich auch schreiben 

wo dann ildm . . . por . . . eine positive Permutation der 

Zahlen 0, 1, ... d ist ^\ 

Rein algebraisch spricht sich unser Satz dann so aus: 

^Die vollständigen Determinanten der Matrix 



(11) 



a a . . . a 

11 IS Iq 



a 



21 



a a . * • d 
ii a iq 



i < q 



sind (bis aufs Vorzeichen) proportional den vollständigen 
Determinanten der Matrix 

1* 
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da a 



a 



H-1,2 



(12) 



a 



q.i 



a 



q.« 



a 



qq 



und zwar die Determinante aus der r^ " »"g ^" . . . *". " Verti- 
kalen der ersten proportional der aus den Restvertikalen der 
zweiten gebildeten d. h. 



(13) PP, 



1% 



r -'r r 

i i-hl 1-4-2 . 



WO wieder r^ r^ r^ r^^^ r irgend eine positive Permutation 

der Zahlen 1, 2, . . .'g darstellt, unter der Voraussetzung 
der Relationen: 

(14) a , a , A- (X ^ a ^4- . , , a a =0 

^ / rl 8l • r2 82 « rq sq 

WO r = 1, 2, . . . i I 

s =z i -{- 1, i -{- 2j . , . qj 

Für den Fall einer Matrix mit zwei resp. vier Reihen 
erhcält man die bekannte Relation zwischen den Plücker*schen 
Strahlen- und Axencoordinaten einer Raumgeraden pp^^ = q 

§. 2. 
Die linearen Schnittpunktsgleichungen erster Ordnung für die 

2 

rationalen ebenen Curven vierter Ordnung (R^) (als Typus für 

die rationalen Curven w*«'' Ordnung im Raum von d Dimeusionen). 

2. Gehen wir von der bekannten Darstelhmg derselben aus 

(1) pa;, = tp/X) = a,^ X + a,^ X + «„ X + a,, X + a,^ 

{i = i, h, l=\,2, 3) 
80 liegen vier Punkte derselben X, X^ X„ X, auf einer Geraden 

1 2s d 4 

(2) u^ - «, x^ + «^ a;^ + M, a;, = 
wenn die X die Wurzeln der Gleichung sind : 
(3) «^ >: «,9, + \ Tk + «, ?. - X* (», a,, + \ \, + ^\ %) 
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+ ^ K «ii + \ »kl + ^1 ^u) + 

+ (^ »i4 + ««k \4 + ^1 «u) = Ö 

Demnach sind die elcmentarsjmmetriscben Funktionen 
der X lineare ganze Funktionen der w; die Elimination der 
letzteren ergiebt die gesuchten Relationen. 

Wir setzen der Homogeneität wegen 



_S2 



Sq 



\ \ W—T 



und verstehen unter x einen beliebigen Faktor ; dann ergiebt 

sich aus den Gleichungen 

i 
(5) (—1) xs^ = u^ a,^ + u^ a^^ +^i% 

die Nothwendigkeit des Verschwindens aller vollständigen 
Determinanten der Matrix: 

^0 «10 %o «lo! 



(6) 



— ^1 «II «kl «11 

^2 «i« «k2 «12 
— ^3 «iS «kS «13 



^4 «14 «k4 «14 



3, Definitionen. 

Wir werden weiterhin die s^ (i von bis 4, allg. bis n) 
schlechtweg die (homogenen) symmetrischen Funktionen 
der 4 (allg. n) Grössen (Parameter, Argumente, Werthe, 
Punkte) X nennen. Sind mehrere Reihen derselben vor- 
handen, so seien sie mit s^, S , a^, x^, t^y etc. bezeichnet. 

Umgekehrt seien der Kürze wegen unter ^die s^, S^ etc.* 

solche symmetrischen Funktionen von Grössen X, (i etc. ver- 
standen. 

Die vollständigen Determinanten einer Matrix nennen 
Tvir ihre j,Kerne*. Das Verschwinden eines Kernes invol- 
vire dann eine ^Kerngleichung*. 
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Verschwinden alle Kerne einer Matrix, so sagen wir, 
^die Matrix verschwindet". 

Die in (6) erhaltenen Gleichungen nennen wir die 
linearen Schnittpunktsgleichungen (oder die ersten Grades) 

der JB^, weil sie in den 5^ linear sind; und zugleich erster 

Ordnung, weil sie aussagen, wann vier Punkte der Curve 
auf einem ebenen Punktgebilde erster Ordnung (d. h. 
einer Geraden w = 0) liegen. 

Daraus erhellt die Bedeutung derSchnitt- 

punktsgleichungen ^*®^ Grades m*®' Ordnung für 

irgend eine rationale Curve n^^ Ordnung im 

Raum von d Dimensionen (eineiJ): 

(7) px, = 9j(X) = a,^ X" + a,^ X"~'+ . . . a,^ 

(i = 0, 1, . . . d) 
von selbst. 

Auch alle Umformungen der Schnittpunktsgleichungen 
(wenn nur Grad und Ordnung erhalten bleiben) sollen 
unter jener Bezeichnung miteinbegriffen sein. 

4. Das Ableitungsverfahren für die Gleichungen (6) ist 

d 

unmittelbar in gleicher Weise auf die JB (7) anwendbar. 

Ihre linearen Schnittpunktsgleichungen erster 
Ordnung sind gegeben durch die jjVerschwindende* Matrix : 



^0 «iO %o «10 »mo • • • 



(8) 



( — iTs a, a^ a, a ... 

\ / n in kn In mn 

WO i, /«:, l, my , , . die Zahlen 0, 1, 2, ... dt sind. 

Wo es im Weiteren nicht ausdrücklich anders betont 
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wird, nennen wir dieses einfachste System von Schnittpunkts- 
gleichungen der R „ihr Schnittpunkttheorem*. 



§.3. 
ümformimg des Schnittpunkttlieoreins der R^. 

5. Das System der Kerngleichungen (§. 2 (6)) ist be- 
kanntlich zwei Gleichungen aequivalent ^\ (Geometrisch 
heisst das, dass eine Gerade durch zwei Punkte (der Curve) 
bestimmt ist.) Solche zwei Gleichungen kann man im Allge- 
meinen aus den fünf Kerngleichungen beliebig auswählen; 
eine wird etwa sein 



(1) ^ 



«0 % «kO «10 

— Sj a,j a^, a„ 

«» «« «M «B 
— «J «13 «k» «« 



= 



Bezeichnen wir eine dreireihige Determinante, wie 



(2) 



«10 «kO «10 

|«U «kl »u 

«U «kS «1» 



mit d„,j (so dass d^^^ — — d^^ etc. ist) 



so stellt sich Ä^ in der Form dar: 

(3) A ^-^ *o ^m + «1 <^oi» + «2 <^«,3 + «3 <^o« = 0- 
Analoge Form haben die andern vier Gleichungen: in 
^ T= kommt s nicht vor und der Faktor von s^ ist d, r r 

wo r r.r« die natürliche Reihenfolge der drei Zahlen ist, die 

18 9 

aus 0, 1, 2, 3, 4, nach Streichen von i, r restiren. 

Nach dem Grassmann'schen Satze (§. 1) sind die Kerne 
d.^. der Matrix 

ikl 



(4) 



«10 «u «« «iS «iil 
,«k6«kl«k»«k.-.«k4' 
'«10 «U «Uf «13 «U 



8 
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OL OL OL OL OL 
1 2 3 4 


ist, d. h. A = 


a a 

m n 


ßo ß. ß» ß» h 


' mn 


ß ß 



proportional ( — 1) A^^^^, wo A^^^^ der jedesmal entsprechende 
Kern der Matrix • 

(5) 

[und zwar folgen sowohl in d^^^^ als in ^^^ die Indices in natür- 
licher Reihe] unter den Bedingungen 

fA-, ^ «« «,o + *, «n + • • • «4 «u = 0' 

IB. ^ ß« «,0 + ßl «« + •••ß4«i4 = 0. 

B, = 0B, = 0J 
Dadurch gehtz.B.^ über in 
(7)^, - «„ A,, — s, A^, + «, A^ — «3 ^48 + *4 ^4 = 



(6) 



analog 



(wo A^ = 



OL OL 

4 4! 

ß4ß4! 



= 0) und Ä. in 



(10) 



(8) A, - Sr (_l)' s^ A„ = 0. 



Diese Form stellt sich wieder dar als die lineare Com- 
bination 

(9) ^, = a.§.-ß.«. = 

der beiden Formen 

K - Vo — «1*1 + v» - V» + V4 = ^ 

[ß. - ß,«0 - ßl*» + P,^ - hh + ß4«4 = 0- 

Daher sind die fünf Kerngleichungen auch den zwei 
Gleichungen 

a =0 S =0 

S Tg 

aequivalent. Das Resultat ist also folgendes: 

2 

^DasSchnittpunkttheorera derü 

(11) pxj = a.^ X* + a., X' 4- . . . 4- a,^ 

ist symmetrisch dargestellt durch die beiden 
(Jleichungen 



Die rationalen Curven. 9 

(12) a. = Sa, *, (-1)' = ß. -. Sß, «, (-1)' = 

WO die (aß)jj^ bestimmt sind durch die 6 Gleichungen: 

(13) S a^ a,^ = S J^ a,, = 

(i = i,k,l= 1, 2, 3) 
Die Interpretation im Räume von 4 Dimensionen möge, 
als hier unwesentlich^ unterdrückt werden. Das Gleiche gilt 
von folgender Nummer. 

6. Combinirt man in gleicher Weise das Schnittpunkt- 
theorem der i2 (§ 2 (8)) mit dem allgemeinen Grassmann'schcn 
Satze (§ 1 (1 1 — 14)); so erhält man als Resultat : 

y)Das Schnittpunkttheorem deriJ 

(14) px^ = a,^ -k + a,j X""' + . . . a,„ = (pj(X) 

(i = 0, 1, . . . d) 
ist symmetrisch dargestellt durch die ^n — d^ 
Gleichungen 

(15) A^. = Ä a„ s, (-1)* = 



(* = 1, 2, . . . (n—d)) 
wo 

(16) S, a,, a^ = S, «^ a^ = . . . . S, «<„_,),,«,, = 

(i = 0, 1, . . . öT) 
(wodurch die Determinanten der a^ bestimmt sind).* 

§.4. 
Reciprocität zwischen den <Pj(X) und \^. 

7. Aus der Symmetrie der in den a und a bilinearen 
Gleichungen (16) (§ 3) (geometrisch aus der Dualität der ent- 
sprechenden Lineargebilde höherer Räume) folgt sofort die Um- 
kehrung des letzten Satzes in folgender Weise. Es liefert diese 
einen Fupdamentalsatz der rationalen Curven. 

Satz. „Stellt das Gleichungssystem 

(1) A^ = Si «„ s, (-1) =0 (A = 1, 2, . . . (n-d) 
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das Schnittpunkttheorem der R 

* n 

(2) pa;, = a,, X° + a,j X"~* + ••.«,„ (i = 0, . , . d) 
dar> so stellt umgekehrt das Gleichungssjstem 

(3) A^ - Sk a,,^ *, = (* = 0, 1, . . d) 





n— d— 1 



das Schnittpunkttheorem derJK 

* n 

(4) px^ - a^^ X" - a^^ X"~' + + (—1)'' «^^ 

(/i: = 0, (w— d-2)) dar.« 

§.5. 
Die Apolarität des Schnittpunkttheorems. 

8. Bekanntlich entsteht eine lineare, ganze Funktion der 
(aus n Grössen X^X^ - - - \ gebildeten) s^ 

(1) «3 i^ «0 ^0 + «1 ^ + • • • «n ^n 

(abgesehen von einem Zahlenfaktor) durch successive Polari- 
sation nach Xj, X^^, . . . X^ aus der binären Form 

(2) «; - a. -I- na^k + \ -^-^ \ +... + «„ X 
die aus a durch Gleichsetzen aller X fliesst. 

a 

(Man nennt; wenn eine binäre Form <p(X), oder homogen 
geschrieben 9(X,|a), gegeben ist, den Ausdruck 

(3) ^ \ -h ^ (wo man wieder |i = 1 setzen kann) 

die Polare von cp, genommen nach X^ oder auch: die Form (3) 

entsteht aus q> durch Polarisation nach X^.) 

Nach der Gor dänischen Bezeichnungsweise (Zur Theorie 
der binären Formen, Programm, 1875) wird durch Polarisation 

einer Form a^ nach X^ v^y^'Xi^' durch Polarisation nach X^,X^ 
v^\ W^ mithin 



(4) a^ :^ ax^Xj • • • X 
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(Die Richtigkeit dieser Formel ersieht man übrigens un- 
mittelbar daraus^ dass die rechte Seite a^ x * * • x Iii^^^i* und 

18 n 

symmetrisch in den X sein muss und durch Gleichsetzen aller X 

nach dem Euler'schen Satze über homogene Funktionen in a. 
übergeht.) 

9. Nun war, um zunächst wieder an unsern Typus, die i? 
(§ 3) anzuknüpfen, das zu 

(ß)p^i = 9, W = »io ^' + «,i^' + . • • «u (* = 1> 2, 3) 
gehörige Schnittpunkttheorem gegeben durch 

(6) a, - S a, *, (- l) =0 ß. - 2ß, 5, (- 1)' = 
wo (7) S, a, a,, = S J, a„ = (i = 1, 2, 3). 

Aus a^ entsteht nach Gleichsetzung aller X 

4 9 S 4 

(8) o^ F^ a^ — 4 ttj X + 6 a^ X — 4 a^ X + «4 ^ • 

Die bilineare Invariante der Formen o. resp. ß, und (pj(X) 

hat den Werth 

(9) S^ a^ a,^ resp. S^ ß^ a,^ 

Diese verschwinden also gemäss (7) sämmtlicb. 

4 4 

In diesem Falle heissen bekanntlich a. resp. ß. und ^.(X) 

apolar zu einander (nach ßeye) oder conjugirt (nach Rosanes) *>. 
Das vollkommen analoge Resultat ergiebt sich für das 

Schnittpunkttheorem der jR^ (§ 3). 

Demnach hat man den wichtigen Satz : 

„Setzt man im Schnittpunkttheorem 



einer Ji^ 



(10) px^ = <p,(X) = a„ X° + . . . a,„ (» = 0, 1 . . . d) 
(ll)a,. = o,. = 0... a„_,. = 

alle Argumente X^ ...X gleich X, so sind die ent- 
sprechenden Formen 
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apolar zu den Formen <Pj(X).* 

Dann ist aber bekanntlich auch jede lineare Corabination 
der Formen (12) apolar zu jeder linearen Combination der <Pj(X), 

oder (mit Bosanes) : 

^Die^(n— of)gliedrige6ruppe" der a^^ (Ä = l . ..(n — d) 

ist apolar zur (d + 1) gliedrigen Gruppe der (p^ (X) 

(i = 0, 1,.. .d).« 

Wir nennen die Formen (12) (aus denen also nach Nr. 8 
mittelst successiver Polarisation nach X. ,X^, ... X die linken 

Seiten deä Schnittpunkttheorems entstehen) die ^ Schnittpunkt- 
formen* deri? . 

n 

Da nun alle zu (d + 1) binären Formen n*®° Grades apo- 
laren Formen eine (n — d) gliedrige Gruppe bilden (und umge- 
kehrt), so können wir sagen: 

Satz. jjDie Schnittpunktformen einer R^ 

(10) px^ = (p,(X) = ttio X" + . . . ain (i = 0; 1, ... (?) 

bilden die zu den <Pj(X) apolare Gruppe 

(13)4»^(X). (k = 1, . . (n-d).)" . 

Diese Fassung des Fundamentalsatzes der rationalen Curven 
lässt sofort die Evidenz des §. 4 bewiesenen Reciprocitätssatzes 
hervortreten. Denn aus der Reciprocität der Apolarität der 
(Pj und (j>j^ folgt sofort, dass die (pj die Schnittpunktformen 

der R"-'-' 

n 

(14) ox^ ^1 ^^ sind. 

Fassen wir Alles zusammen, so gewinnt endlich unser 
Fuudamentalsatz die Gestalt: 

Satz. „Hat man zwei binäre Formengruppen 

n Grades 

(p^(X) (i == 0, 1, . . d) (j>^(X) (& = 0, 1 . . M-d-1) 
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von der Art, daaa jede die vollständige zur andern 
npolaro Gruppe Ut, ao entsteht durch Polarisation 
der einen Gruppe nach « Werthen AX . . .X und 
Nuilsetzen das Scbni ttpuukttlieorem der andern 
Gruppe (d. h. der Curve p.f, = cp|(X) resp. par^ = '{'^W)" 

Das lineare Sehnittpunkttheorem höherer Ordnung. 

10. Diese» leitet sich, wie das der ersten Ordnung, mit 
Zugrundelegung des Hülfsaatzes ab: 

„Wenn unter den Werthsj-stemen der *■ , weiche der Be- 
dingung 

genügen, sich das WurzelsjBtoni einer binaren Form 

1.^ - h/ — Ä/""' + . . . . (— 1)\ 
befinden aoII, ao mllssen die beiden Formen 

Ä^, nndfflj^^ a^ -{- no X -f- . i» *'/+■■- + ''„^'' 
apolar sein und umgekehrt." 

Wir wenden diesen Satz zunächst wieder auf unser Bei- 
spiel, die If^ au, Kin Kegelschnitt a =0i9t durch fünf Punicte 
bestimmt und schneidet die R^ in acht Punkten, ao dass ^ewischen 
den diesen entapretdienden Werthen X^\^ ■ ■ ■ \ drei Kehuionen 
bestehen, die linear in den s^ (i = 0, 1, . . . H) sind. 

Wollten wir direkt verfahren wie in No. 1, so würden wir 
die Gleichung achten Grades, deren Wurzeln X^ . . . X^ sind, 
aufstellen. Ihre CocftJeienten, homogene lineare Funktionen 
der sechs Coefficienten von «* , sind den s^ proportional. Die 
Bliiainaliou der ersteren liefert eine verschwindende Matrix 
TOD U bez. T lieihen, die drei Gleichungen 
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aequivalent ist.* Aber in welchem engeren Zasammenhang 
stehen die drei Formen ^a., ß. y. " zu den drei Formen ^.(X)? 

Diesen finden wir nun einfach so. 

Unter den Kegelschnitten a^ = (mit variablen Coeffi- 
cienten) befinden sich unendlich viele Geradenpaare und doppelt 

2 

zählende Gerade, deren Schnitte mit der R^ durch Gleichungen 
von der Form ^w v = 0, w^ = 0* dargestellt werden. Spe- 
cicU^ den Seiten des Coordinatendreiecks entsprechend, sind 
unter ihnen die Gleichungen cp^ ^^ =r 0, cp* = enthalten. Aus 

ihren linken Seiten setzt sich die gesuchte, allgemeinste Gleich- 
ung achten Grades linear zusammen. 

jjDemnach stellt die zu jenen sechs Gleichungen, d. h. zur 
Gruppe a^ conjugirte Gruppe die gesuchten drei Gleichungen 

a. = ß. = y. = oder, was dasselbe ist, die Gruppe 
j,xa. -j" ^ßx '^~ ^^1^ ^^^ ^^^ ^' ^' ^ variabel sind)*. 

So gilt allgemein der Satz : 

jjDas lineare Schnittpunkttheorem p^ Ord- 
nung einer i? (welches dem Schnittpunktsystem der 
R und eines (n — l)fach ausgedehnten Gebildes 

^*«' Ordnung a = entspricht) besteht aus der 
Gleichungsgruppe 

a =0 b =0 

■ s 

deren zugehörige Formengruppe 

a^, b^ 

conjugirt ist zur Gruppe der |)fachen Potenzen und 
Produkte der cpj(X).* 



§■7. 

EtnfluHs von Idenlttäten zwischen den PolenzeB nnd Produkten 
der cp,(X) nnd deren Aufstellang, 

11, Wie man weiaa, erhöht sich die Gh'ederzahl der ku 
einer Anzahl vou binären Formen gleicher Ordnung conjngirlcn 
Gnippe, wenn zwisuhen den ersteren eine oder mehrere [deii- 
titäten atattBndeii. 

Findft mm zwischen den pfuchen Potenzen und Prodiioten 
der !p,(X) eine Identität statt, so heisat dies, geometrisch ge- 
sprochen, es existirt ein gewisses Gebilde u = 0, das die 
vorgelegte It ganz euthült und umgekehrt. So gicbt es be- 
kanntlich eine und nur eine Fläche zweiter Ordnung, die irgend 
eine gegebene R^ enthüll. 

Jene sei a ^0, diese pj. ^ ^^(X) ^ n^^ ~l~ ■ ■ ■ "n 
(i ^ 0, 1, 2, 3), Setzt uiau die px. ^ cpj(X) iii i^^ ein, so inns« 
der euuteliende Ausdruck sollten Grades in X identisch ver- 
schwinden, d. b. zwischen den zehn binären Formen '^.f^,.- ■ ■ 
f* . . lierracht eine Identität. Wie 6ndet man diese in ihrer 
einfachsten Form'i' d. h. wie bestimmt raun die Coefficlenten 
in 1^? In diesem Falle erhielte man unmittelbar neun 
lineare Gleichungen zur eindeutigen Bestimmung der gesuchten 
Cocfficienten, 

Es soll aber ein Verfahren angegeben werden, das in der 
That bei Weitem einfacher zum Ziele fulirt, nicht nur iu 
diesem, sondern allen Ühnliuhen Fällen, iu denen niun meistens 
oiobt so unmittelbar j wie eben, zur Lösung gelangen möchte. 
Die Kraft dieses Verfahrens erstreckt sich Überhaupt tief in 
[ die Theorie der ratioualeu Gebilde *'. 

Betrachten wir auvor noch den nilchst einfacheren Fall 
ebener rationaler Curven. Bei ihnen tritt der Typus dos ange- 
kündigten Verfahrens am deutlichsten hervor. 
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Die Identität niederster Ordnung, die hier auftreten kann, 
ist die eine zwischen den nfachen Produkten und Potenzen der 
(p.(X), die bei Ersetzung der cpj(X) durch die x^ in die Gleichung 

der Cui*ve in den Coordinaten x^ übergeht. 

So erhält man beispielsweise für die R^ zehn binäre Formen 

neunter Ordnung und zwischen ihnen eine Identität. Dann 
giebt es aber eine eilfte zu allen jenen conjugirte Form gleicher 
Ordnung. Sei diese A^^ so stellt dann ^^ = das Schnittpunkt 

theorem dritter Ordnung dar. 

Zwischen den vierfachen Produkten und Potenzen der 9j(X) 

2 

finden dann drei (und somit oo ) Identitäten statt, die aus der 
obigen durch MultipHcation mit u^ (mit willkürlichen u^ her- 
vorgehen. Daher giebt es zu jenen fünfzehn Formen zwölfter 

2 

Ordnung wieder eine conjugirte etc. wie oben; etc. fUr einejß . 
Somit ist die Frage nach den im Falle der (allgemeinen) 

2 

B^ überhaupt auftretenden Identitäten zurückgeführt auf Her- 
stellung ihrer Gleichung in den Coordinaten x^ d. h. auf Elimi- 
nation von p und X aus dem gegebenen System 

px^ = cp,(X) (t = 0, 1, 2). 

Diese Aufgabe als solche ist schon mehrfach ^^ (so na- 
mentlich von Herrn Brill) behandelt worden: hier kommt es 
darauf an, unser allgemeines Verfahren an einem Beispiel zu 
verdeutlichen. 

12. Zu dem Zwecke gentigt wieder das alte Beispiel der J2 

Combinirtman dies System mit dem andern zweier Geraden 

w = V =0 

X X 

so haben die beiden Gleichungen 



Die rationalen Curvdn. 



17 



dann und nur dann eine Wurzel gemein^ wenn der Punkt (uv) 
auf der R^ Hegt. 

Nun ist nach B^zout ^'^ die Resultante zweier binärer 
Formen vierter (n^) Ordnung 

in der Form (aus der ihre Combinanteneigenschaft unmittelbar 
erhellt) darstellbar: 



(1) 



Ol 



in 



P 



03 



P 



04 



P«i Pot-i-Pl3 Pu-^P*S Pu 

1*0* Ph P»a Pu 

In unserm Fall ist 

(3) a^^u^ 



wo p^, = 






\ f 



(i, Ä, / = 0, 1, 2) 



r i ir I k kr I 1 Ir 

6 ^v.a, + v^ a^ + v, a, 

r i ir I k kr ■ I Ir 

mithin nach bekannter Umformung {(uv)^ = m Vj — w, vj 



!(wt;)j (w)^ (uv)l x^ x^ x^ 



(5)i>r. 



a. 



u. 



a, 



kr 



a 



ks 



a. 



a. 



— ^ ir kr 



a 



Ir 



öJ. a. a. 

Is kB Ifl 



^ o D ^1 o xA A : 

rs r B 



da die {uv)^ den Coordinaten a?j des Schnittpunkts {uv) pro- 
portional sind. Durch Einsetzen dieser Werthe der jp^ in 

gelangt man nach Abscheidung des Faktors a zu der ge- 
wünschten Gleichung (resp. Identität); die aussagt^ wann ein 

Punkt (x) auf der R^ liegt d. h. zur Gleichung der Curve in 
Punktcoordinaten. 

Sehen wir weiter zu, wie sich der Ausdruck JB, resp. die 
Gleichung i2 = für die üurven höherer Käume modificirt. 

W. Fr. M«y«r» Apolvitfit 2 
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Es wird genügen^ beim nächst höheren Fall^ dem Beispiel 

der R, , stehen zu bleiben. 
Die p werden jetzt zu : 
\u.a, +w. a. 4-w.a. 4-w a yU.a.4-u.a. -^u.a, 4-u a 

I 1 Ir ■ k kr < 1 Ir < m mr' i ia ■ k ks i 1 Ls ■ mm 



(6) 



I i ir ■ k kr I 1 Ir ■ m mr' i ia ■ k ks I 1 Is > m ms 



U U, IL U, 

I m 1 k i 

V V, V. V. 
m 1 k I 

a, a, a, a 

ir kr Ir mr 

ja, a. a, a 

is ks ls ms 



1^1 ^k ^1 ^m 
= a ki ^k ^1 ^m 



a. a, a, a 

ir kr Ir mr 

a, a. a, a 

is ks ls ms 



I «^ r s n 



wenn man die Axencoordinaten {uv) durci die ihneti propor- 
tionalen Strahlencoordinaten {xy)^ ersetzt; jp^ = würde 
die Gleichung der Geraden darstellen, die die beiden Punkte 



A , A verbindet. 

r' 8 



ü = repräsentirt dann den Complex der Geraden , die 



.8 



die B^ treffen. 

Mit Benützung der obigen, leicht zu erweiternden, Be- 
zeichnung spricht sich dann für den Fall einer Form R das 
allgemeine Resultat so aus : 

Satz. ,,Lässt man in der B^zout'schen Kesul- 

tantendeterminante zweier binärer Formen ti**' 
Ordnung diep übergehen in die ihnen propor- 
tionalen 

(7) ^„ = ,^ y ^ ^r AI 

(wo D =0 die Gleichung der Verbindungsgeraden der beiden 
Punkte A^ A^ darstellen würde), 
so repräsentirt nunmehr 

(8) J2 = 

t6r 

alle Lineargebilde (d— 2) Dimension, die die 
Curve R : 
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,. (i = ü,l,...fl 
= ersetzt das 
; CP|(X) durcli eine 



(9) pa:, = (P|(J.) = Oj„X -|- a^^X + o 

treffen, oJer wenn man will: fi: 
System der Gleichungen px^ = 
einzige." 

13. Iß cn tflp reell eu der Weise verfahrt man, wenn man es 
nicht bloss mit einer Resultante R, sondern mit einem gnmeu 
System aolclier zu thun hat. Als Beispiel wählen wir hier die 
Ableitung einer der oben besprocheneu Identitäten, und zwar 
fUr den schon hervorgehobenen Fall einer R^. 

Wir suchen also, geometrisch ku reden, die eine, durch 
eine solche Curve gehende Flüche »weiter Ordnung. 

Süll der Schnittpunkt dreier Ebenen 

(10) «_ = «_ = w^ = 

auf der ^J: (U) pa:, = cp/X) 

liegen, so mtlssen die drei biquadratischen Gleichungen 

(12) u, = ., = », = 
«iio Wnrnel gemein haben. Man hat demnach, wenn drei 
biquadratische Gleichungen gegeben sind 

itt. ^ a\ -^- OjX -f- ■ • • **4 = 
h^ ^ b/ + 6^X' + . , . Ä^ = 
c^ - c„X* + c/' -f . . . c^ = 

diejenige Bedingung zweiten Grades in den (abc) xu suchen, 
die jedenfalls erfüllt sein inuss, wenn eine gemeinsame Wurzel 
vorbanden sein soll. Hier ergiebt sich diese Bedingung sofort 
durch MultiplicatiOD der drei Gleichungen 

«1 = \ = ° «x = '' 
mit X und Elimination der Potenzen von X aus den so ge- 
ironnoueu sechs Gleichungen: 
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(14) = 



a et a a (X 

1 2 8 4 

*o K h \ K 

«0 ''l «'s S <'4 

«0 «1 «2 «8 «4 

^ ^ ^ *3 ** 

c c c„ c„ c 

1 2 8 4 



oder entwickelt: 



(15) = A^^, A,,^ - A,^3 A,3^ + A^^, A^^^ + A^,3 A,,, - 



'024 



+ A A 



084 014 
.8 



A. 



Da in unserm Falle der B^ die a, , 6. , c. zu ersetzen 
durch die resp. u , v , w y bo ist 



sind 



(16) 






X. X^ X, X 
i k 1 m 



ir kr Ir mr 



flt. a. a, a 

u kB Is ms 
I it kt It mt 



><^i«it 



rat rat 



• • •; 

. . . ,1 

• • •; 



I 



WO wieder die (j^^^Xj^ durch die proportionalen x^ ersetzt sind. 
D ^ = würde die Ebene der drei Punkte Ä , Ä. A dar- 

rat r' a' t 

stellen. 

Die so umgeformte Gleichung A = ist dann in der That 
die Gleichung der gesuchten Fläche zweiten Grades resp. wenn 
man für die x^ wieder die proportionalen (pj(X) substituirt, die 

gewünschte Identität zwischen den zweiten Potenzen und Pro- 
dukten von vier binären Formen vierten Grades *). 

14. Als ein weiteres Beispiel diene noch das bekannte 



*) Genaa in derselben Weise bildet man die Gleichung der einen 
Fläche dritter Ordnung, die durch eine allgemeine rationale Raumcurre 
sechster Ordnung geht 8). 
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FlScheiiDetst zweiter Ordimng, desaen Imlividuen säinmtlich durcli 
eine gegebene Raiimcurve dritter Ordnung gelien. Sei diese 

(17) px^ = 9/X) =. o^„ X* + o„ X* H- a,j X + a^^ 
fto haben wir ztinüchst alle Coinbinanten, zweiten Grades in 
den Coefficieaten, von drei binären Formen dritten Grades 

«X. h> '•■■*. 

aufzustellen, die verschwinden, wenn die drei Formen einen 
gemeinsamen Faktor besitzen. Sei dieser a und die drei- 
reihigen Determinanten (abc) mit A^, A^, A^, A^ bezeichnet, 
so ergiebt ilie Auflöaung der drei Gleicbungen 
(18) al = bl = 4 = 0: 
(19) a: a:a:l=\:\:A^:\ 
d. h. es verschwinden alle Kerne der Matrix 
A„ A, A, I 

i^ \ \' 

daher lautet die Gleichung des Flächen netze b, wenn v^, v^, v^ 
drei homogene Parameter bedeuten, und die A^ wie im vorigen 
Beispiele in die x Ä^ A^ Ä^\ Übergeführt sind : 



(20) (A„ a^ — A') r, + (A^ \ — A, A J v^ -\- {\ \ - \) v. 



=0. 



Acm, Noch Gordnn 9) sind alle CombiDi 
1 binftreD Korrnttn n"" Gr&dss 



IitTKriBiitan <ler ciDcn ForiD n'*" Grades, ihrer „FiindaTnentBlcoDiliinaDtc" 

Q = lab) fac) iad) . . , (an) {be) {bd) . . . ilm) (mn) «, i, . . . «, 

Mvi oikentit aur obigem Beispiel, das unmitWlbar TerallgemeioErt werden 
kMW, tohn den bekanoten Satz: 

.Di* Bediogungan dafflr, daas n binäre Formun ti*™ Grades einen 
Faktor gemeiii linhen, Bind aequivalent den anderen, das» ihre Fundamental- 
combinuole Q n gleiche Wurieln beeitzt." 

Eine weittragende VelBlIgemeinaruiig dieeeB Satzes für den Fall, dun 
n H biuHreD Formen »•'"' Grades p FonneD r gomeiusaiuD Faktoren 
bsD, findet sich in einem epAteren A-bachnitt des Werkes. 
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15. Aus diesen Beispielen erhellt der allgemeine Satz^ 

a 

dessen Ausspruch für rationale Kaumcurven (R ) genügen 
wird: 

Satz. „Unter all den Bedingungsgleichungen^ die statt- 
finden^ wenn drei binäre Formen n*®° Grades 

(21) 0^ bl cl 

einen gemeinsamen linearen Faktor besitzen^ wähle man die 
auS; die nur von den dreireihigen Determinanten («ftc)^ = A^^ 

abhängen: ist eine derselben 

(22) i?(A)=zO 
und führt man die A^^^ über in die proportionalen 

(23) D„, = \x A^ Ä, Ä^ 

80 stellt dann die Gleichung 

(24) R(D) = 

o 

immer eine Fläche dar, die die R 

' n 

(25) p«, = 9,(X) = o,/ + a„X°"' + • • • «,„ 
ganz enthält, resp. die Gleichung 

(26) 7? (D^) - R ([<p A^ A, A^) = 
eine Identität bestimmten Grades zwischen den cp^. Das ganze 

System R (D) = repräsentirt somit ein ganzes System von 
Flächen, deren gemeinsamer Schnitt die gegebene Curve ist.* 

16. Es ist ersichtlich, wie sich der Satz nach drei Dich- 
tungen erweitert; einmal, wenn an Stelle der A^.^^ der Reihe 

nach X, y, A Ä A\ : ja?, y, z, A A A' etc. 

treten: andrerseits, wenn sich die Zahl der binären Formen 
gleichen Grades, die einen gemeinsamen Faktor haben, ver- 
grössert, und endlich, wenn dieser Faktor nicht nur ein 
linearer, sondern von höherer Ordnung ist. 

Wir kommen später von anderer Seite darauf zurück : 
hier möge dagegen hervorgehoben werden, in welcher Be- 
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Kiehuitg (He cxplicirte ümforrauiig der Dotennioanten (ah), 
(abc) etc. KU dem bekaonteo Hease-Clebsch'acheti 
Uebertraguugsprl ticipo steht. DieseB lautet in seiner 
ifucliateu Form {vgl, z. B, die Darstellung in deu Vor- 
IcBuugon über Geometrie vou ClebBcb-Lindeinauu) •"', wenn 

zum bequemeren AnsuhluBB an daa Obige die zur gewöhn- 
lichen (lualistiacbe FormuHrung wühlen; 

„80II in einer Ebene von einem Punkte an eine Curve 

Clusao eine Tangenteugruppe mit einer besondern pro- 
jektiviechen Eigepaclüift gehen, so erhiilt man die Gleichung 
für den Ort dieses Punktes auf die Weise: Man stelle die 
Invariante der binaren Form /»"" Ordnung, deren Ver- 
Bchwinden die geforderte Eigenschaft aussagt, symbolisch dar 
imd ersetze jede in Uir vorkommende Determinante (ab) durch 

dreigliediige {abx), wo die x die Coordinateu dea Punktes 
und die a, b, . . . Symbole der gegebenen tcriiären Form oder 
wie mau auch sagen kann, die Coordinaten einea Punktes be- 
deuten, der «fach gezählt, die gegebene Classencnrve symbo- 
lisch repräsentirt." 

Die Erweitenmg dieses Prinzipes besteht dann einmal 
darin, dass man die Determinanten (ab) der Reihe nach über- 
fahrt in (abj.') (a^)Xy) (abxyz) etc. ; andrerseits von den In- 
Tarianteti ternSrer, quaterniCrer etc. Formen ausgeht, die als 
BymbolistJie Aggregate von Determinanten (abc) (abcd) etc. 
«nftreten. 

Nun ist olTenbar die angegebene Ränderung dieser 
Determinanten (ab) (abe) (abcd) etc. genau dieselbe wie 
bei iiDseren Betrachtungen, nur daas diese Determinanten keine 
symbolischen sind, sondern real aus den Coefficianten der ge- 
gchenen binären (ternären etc.) Formen gebildet sind. 

Nimmt man den Gordan'schen '" Satz zu Hülfe, dasa 
alle Combinanten eines Systemea von m binären (ternären etc.) 
Formen gleicher Ordnung (d. h. diejenigen aimultaneu In- 



Varianten dea SyateracB, die aicli bei Ersetzung der ursprilug- 
lichen Formen diircb liiienre Combiiiationen derselbeo nur um 1 
einen Faktor ändern) ganze Funktionen der aus den Coef- | 
fioienten zu bildenden Determinanten »*"' Ordnung sind, so 
kann mau unaer Frincip im eint'acheten Falle so auadrücken i 

Ein Strahl büac hei, der eine ebene rationale Curve .ß in 1 
einer solülieu Suhaar (Involution) von Punktgnippen trifft, -J 
dasa je zwei von ihnen in einer und derselben, vorge- | 
gebenen, projektiviacben Beziehung zu einander atehen, hei 
„ein in Bezug auf die li zu sich selbst conjugirterA 
Strablbüschel". 

Die Gleichung für den Ort der BilBchelapilze erhält J 
man ao: „Sei die H dargestellt durch 
(27) px^ = f^ (X) = a,„ X' + o„ X""' + - . ■ «,„ (* = 1, 2, 3,) J 

80 bilde man fUr irgend zwei biniire Formen n Grades (etwaJ 
zwei der <f^ seibat) die Combinante , deren Verschwinden i 
sagt, daas die beiden Formen in der vorgegebenen Beziehung 
zu einander eteben, und ersetze jede CoefGcientendeterminante 
(J| Ä^) durch X .4. A^^ , wo die x Coordinaten doa Punktes 
und die A^, A^ *) die resp. Verticalcoefficienteu der drei i 
sind." 

Doraua ergiebt sich die Forrauliruug des Prinzipes für d 
allgemeinaten Fall vou seibat. 

Man bemerkt, daas in den oben gegebenen Anwendung* 
des Prinzips nur von der projektiviacben Beziehung Gebrauol 
gemacht ist, dass die beiden Punktgruppen einen Punkt f 
meiiisam haben. 



bereila ubon gcBclieliGn, und spHter Docli »uiter verfolgt werdsD «oll, 
tritt die Anslogio des PriLiipBB mit dam nesso-Clebsoh'iohon noch m« 
bervor. Disstilbe gilt für das erweiterte Priozip. 
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AiiBgedehntere Anweudungen ergeben sicli zur Genüge 
im Laufe der Entwicklung: nur ein einfaches und sehr be- 
kanntes Beispiel diene vorlüufig zur Illustration des Gesagten. 

17. Die einfachste Combinant-Invariante zweier cubischer 
i? ist 



binärer Forme» i 



)»X' 



1 



(29) (oJ)' = (äi),, — g (»t),, 
Ihr VerBchwiiiden bedingt die Apolorität beider Formen, 
Semit giebt 68 für eine R^ 

(30) pi, = o,_ X' + 0|, t! + «„ X + o„ 
eine J^ivariante Gerade 

(31) 4„ - -^ 4„ -r; jj ^. ^, - 3 |i ^, ^, = ", 

der Ort der Funkte, deren StrahlbÜBchel Piinktgruppen aua- 
Bcbneiden, die zu einander apolar sind. Der Schnitt dieser 
Geraden mit der Curve wird bestimmt durch die Gleichung: 



-\* 



'+Ä,„,X» + A,^X- 



deren Wurzeln die Argumente der drei Wendepunkte*) sind. 
Bei der Erweiterung des Verfahrens auf den llauro er- 
liält man "': durch jeden Punkt im Räume geht eine Ebene 
(StrablbUschelJ, die die Osculatiouspunkte der drei vom ge- 
gebenen Punkte an eine feste Raumcurve dritter Ordnung 



*) Oiai ergibt steh kiich unmittelbar aas dem bekanotec ■') Satze, das«, 
wenn Ton awei lu einaiider apotaron, binllron Formen n " Ordnung die 
eine einen" Pütenz ist, = (i— n)", bo ist (X — ») ein Faktor der andern. 

Daraiii folgt für uniern Fall, daea, wenn aicli in der IbvolulJun 
o. -f- ib. eine Poieni (X— a) befindet, alle Formen dea Syatami den 
Faktor 0-—*i gemeinsam haben. Daher rnnssea die Schnittpunkte unserer 
invarianten Geradem mit der B^ lugleicb ihre ^cbnittpunkle mit den 
Wcndeungonten leln, d. Ii. die Wendepunkte aelbar. 
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gehenden Osculationsebenen enthält (das Möbius'sche Null- 
systera). Ist die Curve dargestellt durch 

(33) px, = a,„X'4.a„X*4.a„X + a,3 

SO ist das Systera dargestellt durch: 

(34) \x y A^ A^ — - \x y A^AA-=iO oder entwickelt nach 

den Liniencoordinatenpjj^: 



(35) ^p^ 



«10 «IJ 
mo ma. 



- 8 ^^» 



»11 »12 
ml mS 



= 



3 

oder in abgekürzter Bezeichnung: (36) Sp^^ ((pj <p^) 

- Sp^ j(H„s - l ilfn\,) = {i, k,l,m= 1, 2, 3, 4.) 

§•8 
Weitere Entwicklang des linearen Schnittpankttheorems mit 

HiUfe des Satzes *„,^ - |cp,(X^) 9,(X^) . . . ?,(X^)| = Dj,(X) A.,^ 

(t = 1, 2, . . . n). 

18. Dieser Satz behauptet die Zerlegbarkeit der Deter- 
minante der f I wo wieder 

(1) ?,(X) = a„ X" 4- a„ X-^ + . . . 4- «.. 
in zwei Faktoren, deren einer D (X) das Differenzenprodukt 

der |i Argumente Xj ist, der andere A gleich der (n+l)- 
reihigen Determinante 



1 



^Difl ^^^ 



n+l-ji 

ü 



10 **il 


. . • »iji »1;(H-1 »i/[J.-+-27 • 


• • «m 

1 




• • • ^,J1 ^,J1 


■+-l?»k,jx-f 2;- • 


• s»: 


• • • 


• • • 


• « • 


1 

• • • i 


• • • 


• • • 


• « • 


• • • 


«0«1 


. . Oljx 








«, 


«j . . . «jx—l, flCjj^ 


. . 


.0. 




• • 

• • 


• • • • • • 

• • • • • • 


-V «^, . 


..0 


• • • ( 




• • • • 
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in der die a durch die Gleichung beatimnit sind : 

Dass * das Differonzenprodukt J)(X) ala Faktor enthält, 
erhellt iofort daraus, daea <P verschwindet, sobald zwei der "L 
einander gleich werden. Doss der zweite Faktor A in obige 
Form gebracht werden kann, hat Garbieri '*' nachgewiesen. 

Wir wollen dies Resultat auf einem anderu, höchst ein- 
fachen Wege nachweisen, der zugleich für die weiteren Ent- 
wicklungen äusserst fruchtbar ist. 

Die Methode des Beweises wird hinlänglich an unserem 
alten Beispiele klai-, für das |i ^ 3, n ^ 4 ist, Wir knüpfen 
so dem Zwecke wieder an die Entwicklungeu des §. 2 an. 

Zunlichst ist 
(4) f^, = Tft) T,(i,) T,(l,) (i = 1, 2, 3) 
die linke Seite der BedingungB^jleichung, die aussagt, dass 
drei Paukte mit den Argumenten 

X^, X,, X^ der B* : (5j px^ = (p^(X) = a.^ ^^ + «„ X* + . . . t»,^ 
auf einer Geraden liegen. 

In §. 2 wurde die Bedingung aufgesucht, dass vier 
Punkte der /f| : X^, X^ X^, X^ auf einer Geraden liegen. Dies 
führte auf die Aufgabe, aus den Gleichungen 

(6, p,, (-„. = „, .. + .. a„ + „, ». f ■ '•'Zo-J:!^ 

p und die u zu eliminiren. Hierbei waren die s die elementar- 
symmetrischen Funktionen der X. 

Soll dagegen jetzt die gesuchte Bedingung die sein, dass 
drei Punkte X X^ Xg in gerader Linie liegen, so haben wir 
aus demselben Gleichnngssystem nebst p und den ti noch X^ 
zu eliminiren. Zu dem Zweck bat man die s^ durch X^ und 
die elemeutaraymmetrischen Funktionen a^ der drei Argumente 
X|, Xj, Xj aiiB2udri}cken. ^Dles kann aber geschehen, 
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ehe man p und die u eliminirt hat oder auch 
nachher. So gelangt man zu zwei verschiedenen 
Formen der gesuchten Bedingung undsomitauch 
zu zwei Formen für den Factor A, deren einedie 
Garbieri'sche ist, deren andere aber in engstem 
Zusammenhange mit den Gordan'schen Betrach- 
tungen über Combinanten steht.* 



§.9. 
Erste Form des Faktors A. 

19. Die s drücken sich, wie man sich leicht überzeugt 

(der allgemeine Beweis für derartige Zerlegungen folgt weiter 
unten) folgendermassen durch die a^ und X^ aus : 



(1) 



«- = ', + ", \ 
= 's + », \ 



K = 11 
', = 11 



2 



Setzt man dies in das Gleichungssjstem 
(2) ps^ (—1/ = u^a^ + u^ a^ + u^ a^ 
ein, so kann man sofort die homogenen Variabeln 

eliminiren. Ersetzt man im Eliminationsresultat die a^ wieder 
durch die Coefficienten des Ausdrucks 

, - «, Q^-\) i^-\) (.^-K) 

SO werden die abwechselnden Vorzeichen, die vom Faktor 

( — 1) herrührten, aufgehoben und man erhält die gesuchte 
Bedingung in der Form : 



8 S 

(3) a^ X + «1 X 4- «2 ^ + ^ 
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2d 



A' 



\a a a a a ' 

• iO *^il ^i2 **i3 14 1 

1^0 kl U ^kS k4 
yxj yj — Wj^j U.JJ u,^ i*jj lÄj^ _ . ^* 

a oc a oc i 

I 1 2 3 ' 

a^ a. a_ a, i 

1.0 1 2 8 

Nun ist 
(5) 3», , = D, (X) A, 3 = (X, - X,) (X, - X,) (X3 - X,) A, , = 

dieselbe Bedingung; da aber A'^^ im Falle des Gleich- 

werdens zweier X nicht verschwindet; so ist 

(6) A;, = CA^, 

WO der Faktor C noch zu bestimmen ist. 

Sowohl A'^ j als A j sind vom zweiten Grade in den X^ X^, X^^ 

80 dass der Faktor C von diesen unabhängig ist. 

Ferner sind beide vom ersten Grade in den Coefficienten 
der 7j(X); mithin hängt C auch von diesen nicht ab. 

Entwickelt man endlich O^ ^ nach den dreireihigen Deter- 

minanteu; die man aus den Coefficienten der cpj(X) bilden kanu; 

so ist z. 6. der Faktor von 



(7) Ks. = 



d Ck Ok 

12 iS 14 

a 0/ CL . 

^k2 **k3 k4 

et (l et 

**12 ^13 ^U 



die Determinante 



(8) 



Xj Xj Xj 



t 



|i 1 i| 

d. h. der Faktor von Aj 

Entwickelt man ebenso A'^, so ergiebt sich als Faktor 



•234 ^° \a i»* = — 1- 



von A 
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(9) 



«0 «1 

a, 
1 



= a. 



demnach ist (10) - »A',, = A^,, also 
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(11) 0,_3 - ; cp/X^) 9.(X,) <P.(^) I = - -DWA,,,. 

Man hat daher nur immer darauf zu achten; dass das Dif- 
ferenzenprodukt das richtige Vorzeichen erhält. 

20. Es ist nun noch zu zeigen^ wie sich diese Betracht- 
ungen für den allgemeinen Fall der Zerlegung von On,„in 

i)(X) An,M erweitern. 

Was zunächst die Umformung der s^ betrifft, ao zerlege 

man jetzt die n Argumente X^ X^ . . . X in zwei Gruppen 



(12) 



Xj Xj . . . X^ 

^jj. -f. 1> ^|X -h 2' • • • n 



von |x resp. (w — (i) Argumenten und bilde in beiden die be- 
züglichen elementarsymmetrischen Funktionen 

f ^0 ^1 ^2 • • • ^{X 

dann gilt die allgemeine Formel ^^^: 
(14) s^ = T^ a^ + Xj a^^j + t, (J^__^ + . . . t„-j, ak_(„_j,j 

wo nur zu beachten ist, dass für alle a, deren Index negativ 
wird, der Werth einzusetzen ist. 

Angenommen, diese Formel sei erwiesen, so setze man 
diese Werthe der 5^^ (A =: 0, 1, 2 . . . n) in das Gleichungs- 
system 

(15) p^,^ (— 1)*" = u^ a^^ + w, a^^^ H- . . . Mj, aj^k 
ein und eliminire die Grössen 

Ersetzt man dann im Eliminationsresultat die a durch die 
Coefficienten der Form 

(16) 4.(X)r;a,X'* + a,X''"'4-... + a^ 

80 ergiebt sich die Gleichung 

(17) A'„,^ = 

Jetzt schliesst man weiter, wie oben : 
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(!> 



A'n,« ond A„ = ji'^y: sind vom Grade n -f- 1 — |i in 



den 



|i Argumenten X und vom ersten in den (i-reihigen Deter- 
minanten der Coefficienten der ^j(X). Der Faktor C, um den 

sich An,» und A'n,» unterscheiden wird daher bestimmt, indem 

man zwei entsprechende Glieder aufsucht, z. B. die beiden con- 

1 
stauten Glieder. Er ergiebt sich gleich -|- resp. — ~ ^ ,_|ji 



a. 



so dass schliesslich 

(18) $„,^ = ± Z)(X) A.,^ 

Man kann das doppelte Vorzeichen vermeiden, wenn man 
D(X) gleich der Determinante 



(19) 



/V^ A_ • • . A 

1 2 - {JL 

^. • • • 



ll 1 1 ... 1! 
nimmt, 80 dass es immer dasselbe Vorzeichen erhält wie das Glied 

(20) xp.xr'.xr'.-.-i 

und zugleich An » in der Form schreibt : 



(21)An,ti = 



-n-Kl-T* 



1 



a^ 



^A ^1 • • • ^H 1 ^\^ .... 

a^ a^ o^ . . 



% ^il S ^is 

Oko ötki «M (hz 



a 



in, 



a 



kn, 



dann ist immer 



(22) 3»^^ = + Z)(X)A„„ 



32 Die rationalen Cur von. 

21. Es erübrigt noch der Beweis der Be7.iebiiiig : 
(14) s^ = W-\- T, a^.., + T^ o^_, + . . . x„_-^ o^-to-m- 

s^ ist ganz und linear, sowie symmetrisch in den Ar- ] 
gumonten der Gnippe (X^ X^ . . . )y), wie in denen der andern 1 
(X„ 4. , X ^. i . . . X^) ist daher nach einem bekannten äatze J 
als ganze lineare Funktion der elenientarsymraetrisclien Funk- 
tionen jeder der beiden Gruppen darstellbar: d. h. s^ ist eine 1 
ganze bilineare Funktion der a und x. Acdrerseits ist s^ vom 1 
Gewiclite k d. h. jedes Glied von s^ besteht ans k Faktoren X. I 
Dasselbe Gewicht tnusa jeder Hummand o^ tg der biliaearen I 
Funktion besitzen, d. h. a -f- ß ist = k und man erhiilt ao \ 
zuniicbst: 

(15) s^ = ß^ T„ o^ ^ ß, T,-a,^, 4- . . . ß„^^ T„_^ 
wo die ß noch zn bestimmende Zablenfaktoren sind. 

Irgend ein Glied des Summanden a, t^_, kann in keinenij 
andern Summanden Oj, t,^_^ auftreten, da es ja gerade a Fak-j 
toren X aus der ersten Gruppe enthält. 

Andrerseits kann dasselbe über überhaupt nur einmal in J 
5^ also auch in a, "^n—a auftreten, so dass ßk— « ^ 1 d. b. alle I 
ßt_a sind = 1. deren zugehörige Faktoren a^ Xn_a Überhaupt 1 
Glieder von s^ enthalten. 

Ausgeschlossen sind erstens die , wo der Index 
grüdser als k d. h. wo x negativ ist; diese können Uberhauplil 
nicht auftreten, d. h. ihr Coefficient ß ist =: 0. 

Dasselbe gilt von den Summanden a, tj_j^, für die 
grijsser als ji ist d. h, für die k—x kleiner als k — jj. ist. 

Demnach ist 

(W) S^ = ^,\ + T, 0,_, + . . . T._^ »,_,.„„ 

anter der FestaetKung, dass alle a mit einem Index, der grossen 
als p. oder kleiner als ist, gleich Ü zu setzen sind. 



(') p»,(-l) ^ 



°„ + ". V + • 



(2) 
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§. 10. 
Zweite Form des Faktors A. 
Auch diese wollen wir erat an unserem Beispiel der 
R^ darlegen. Wir werden also aiia dem Gleichungsaystem 

r = 0, I, . 4 1 
:,k,l, = 1,2,3) 
die « nebst p eliminiren ,. im Resultate die s durch die o, 
(v = 0, 1, 2, 3) und X^ ausdrucken, und endlich ans den so 
gewonnenen Gleichungen wieder X^ eliminiren. 

Die erste Elimination führt nach g.3 zum linearen Schnitt- 
punkttheorem derlt^: 

', ^ «0 *o + f^i *,+ ■■■ + «* «4 = 

\~\s^+b^ S| -|- . . . . 4- i^ Sj = 

wo die («6),^ den ans den Coefficienten der cp,|X) gebildeten 
DetcrmiDanten ij^_^ proportional sind. 

Die F.rsetzuug der s^ durch o, und X^ in a^ = 0,b^= 0, 
verbunden mit der Elimination von X^ liolert als Bedingung, 
dsM dr«i Punkte Xj X^ X^ der K^ auf gerader Liuie liegen, (3) 

K^t, + *! "1 + ^ "^1 + K "i' '', '^•j + '\ °i + *s <^ti + K "^J ^^' 
Mnn überzeugt sich leicht, dass die linke Hcite dieser 
Gleichung mit der Form A^^ identisch ist, abgesehen von dem 
ProportioiialitiitBtaktor , um deu sich die ((li),^ und A|^^ unter- 
scheid eiL 

Fuhrt uaii die ersten Ditl'eronlinl<]uotienten der Formen 
f«x % I** 4- 4 rt, X|i' + . . . + a^ X* -=-. f 
\h-^ _ t^ H* + 4 /v, X^i* + . . . + h^ X* - ¥ 
und bezeichnet sie mit f^, f^, tf^, tp^, so ist z. B. 

W. rr. M«^«r, AjwUriWl. 3 



(•I) 



u 
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7>% ^0 "f" ^1 ^1 "t" ^2 S "^ ^3 ^3* ^'® °*^^ ^^'^ ^^^^ Argu- 
menten X^, X^, Xj polarisirte Form /]j, oder was dasselbe ist 

(cf. §. 5) gleich — (f^ a^f wo 

(5)4,-ax = a,(X-.XJ(X-.X,)(X-X,)=a,x'+a,x'+a,X+«3 

und (f^ (Xy\ die dritte Überschiebung der Formen f^ und a^ 

repräsentirt. 

Daher ist, wenn Aj^^ = p {ab\^, 



(6) \, L_- 








^1 
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8 





1 
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«I 


«» 


«8 


oj 


«10 


«u 


«1. 


«IS 


«U 


«liO 


«kl 


«k» 


«« 


«k4 




«10 


«u 


«1« 


«15 


«U 



i_p(/"x'J')' (/•,«!') 



a 



i (<P,<I') (?,<!') 



'y.(^>i(^,)yi(\i 



Es möge hier, ehe wir zum analogen Ausdruck ftlr A 

tibergehen, eine Bemerkung Platz finden, die später von Nutzen 
sein wird. 

Wir gelangten zu beiden Formen von A^ ^ mit Hülfe der 
Zerlegungen : 



(7) 



— «, = -«», — ^oK^^ 



t t 

s 



*4 = '4 + «3 ^4 t* 

Führen wir die angedeutete Multiplication aus, so kommt 

X (a, X* — a, X n 4- a, Xfi — a, ji ) 
— X^ . |i(o, X* — o, XV + a, Xu* — a, |x') 



Die rAtJonaleii Ciirvaii 



35 



Fassen wir liiei- X^ als bcweglicli auf, so stellt dies die 
linke Seite einer Involution vierten Griides mit der festen 
cubischen Form '|/(X) daf. Bezeichnet man als Coefficienten 
einer binüren Involution 

die Deterni in unten ("?')in (^on denen aliein ja alle invarianten 
Eigenschaften der Involution abhün^en), so erkennt man durch 
die Entwicklung von A^, nach den A^^ resp. {ai)^^ den Sutz: 

„Die Bedingung, dasa drei Funkte einer ^ 
X|, \,\ (W nrzeln der Gleichung t[i(X) = 0) auf einer 
Geraden liegen, lässteich in die Form bringen: 

(9) = A„ = £„ p,^ («!)„ '\P„ K. = " 
WO die ^1^ die Coefficienten einer Involution 
vierten Grades mit gemeinsamer cubischer Form 
^(k) sind." 

2'd. Gelten wir jetzt zum ullgeujeinen Kall Über, so haben 
wir im linearen Scbnittpunkttheorem einer R^ 



(10) px^ = ^>^{X) = a.„ X + a„ \ 
das ans (« -+- 1 — ji) Gleichungen 
<ll) a, = 0, i, = 0, c, = 0, . . . 
bt-ateht, die n — |i Argumente 



+ ...«.,„ (i=l...(i) 
(«+ 1-ti). = 



zu elimiiiiteu. 

Mit Hülfe der Kelaliouen (cf. Nr. 21) 
(VJ) s^ = Tp o^ + X, o^_j + . . . . T^_|, o, 
geht eine Form 

(13) a^ - o^ s^ + a, *■, + .. . «„ s^ 
nber in : 

(iJ) % K «. + »,'■, + »,<', + ■ + «f ",) 

+ '■ (»1 o. + "i », + »."'. + ■ + "1'+' "l") 



36 1^16 rationalen Curven. 

+ 

oder nach den a geordnet in : 

+ 

+ ^(1 (»{JL \ + «tx-Hl'^1 + «(i-f2 T, + . . . + ö„ 'CnJpt). ' 

Die Klammercoefficienten sind die nach (i Argumenten 
Xj, X^, . . X polarisirten ji**" Differentialquotienten von Oj^ resp. 

die nach (n— |i) Argumenten polarisirten (n — (i)***° Differential- 
quotienten von a^ oder auch, wenn diese Argumente als 

Wurzeln der Formen f^ ^ a^ resp.j^ ": ß"~^ betrachtet werden, 

die |i**" resp. (n — |i)*®° üeberschiebungen der bezüglichen Dif- 
ferenzialquotienten über diese beiden Formen. 

Bezeichnet man die |i*®° Differentialquotienten von 

. «X -. fo mit /^, /j, /^, . . . /j; 

entsprechend die der andern Formen 

h = fv ^X ^ /i^ . . (W + 1— M')X -= /n-jx 

so ergiebt sich durch Elimination der x bei Benützung der 
ersten Entwicklung einer Form a : 

ci5)o=; {f\^f, (/.v,(/f<i'f, ••••(/rVi (»=o, 1.. .«-,!) 

und man hat wie oben 

(16) A.., - äffe-j (/'+)'' (^;c • • • (^" '''+) 

_ 1 fiC^i) %^\) • • • TiiV ! 

Ferner ergiebt sich, wie oben: (17) 
A„,{x=0 = 2; 2) A 

WO die A die Determinantencoefficienten der Gruppe 
(18) u^ cp^ (X) H- w^ cp^ (X) H- . . . u^ cp^ (X) 



PI 
I 



A 
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nod diep die entaprcchenden Coefficicnten der Gruppe 

(11) 4',|''.r. + »,T, + - •■«.-, r.-fl, 

WO die V (wie die m) willkürliche Parameter und die y be- 
liebige binare Formen (ti — p)'*" Gmdes vorstellen. 

Nach dem Grassina im 'sehen Satze kann man wieder statt 
der A die eiitspreehcndeu Determinanten der Schnittpunkt- 
theoremgruppe 

(^0) «.. b^. c., . . . («+1-P). 
substitiiireti. 

§. II. 
Zaaammenliang der zweiten Form von 

A.,, = :(^:*f(f; «',.■■ (/,'■">«'': 

mit den Oordan'scheD nntersuchnngen über Gombinanten. 

24. Gordan's '"' erster Satz Über Gombinanten binärer 
Formell (auf die wir uns liier beschränken) tautet: 

^Eiue jedeCombiuante einer Anzalil binärer 
Formen» Grades: 

ist uine Invariante der binären Form von p. Viiriaboln 

(2) «>..^ = ,<p, (\). ^. (X.) . . , T, (V) (i = 1, 2, ... ,1) 
(und tat folglich eine gituze Funktion der p-relb- 
igon Doterminantoncoefficientender 9^." Der 
umgekehrte Satz gilt aeibstverständlich , da ^n.u. resp, A|i.„ 
Bclbflt eine Combinimte der !p(X) ist, also auch jede Invariante 
von <Jf resp, A eine Combinante der cp(X). Es liisat sich *„ ein- 
facher durch An_ ersetzen, wo 

(3) 0,^ = 7)^(1) A.,, 

Der geometrische Sinn dieses Satzes ist sehr einfach, 

wir wollen ihn wieder ziinüchst für den Fall ^ = S erläutern. 

Dhuu stellen alle Gombinanten der drei Formen cp|().), = 
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gesetzt; geometrische Eigenschaften resp. Gebilde dar, die 

zur Curve 

(4) px^ = (pj(X) 

in projektivisch unzerstörbarer Beziehung stehen. 

Die letztere ist aber dadurch völlig charakterisirt ; dass 
sowohl die Punkte der Ebene^ als die Geraden derselben ein- 
ander eindeutig zugeordnet sind. Das letztere findet aber 
statt, wenn irgend drei Punkten auf gerader Linie andere drei 
Punkte in gerader Linie entsprechen. 

Daher hängen alle projektivisch unzerstörbaren Eigen- 

Schäften der R allein von der Bedingung ab, die aussagt, 

wann drei Punkte derselben in gerader Linie liegen d. h. von 
der Gleichung 

(5) 0„,j^ = resp. A„.j, = 

ab. Genau das Analoge gilt offenbar von der R^ , nur dass 
statt der Geraden hier ein Lineargebilde 

^x -" ^1 ^1 + ^2 ^2 + • • • + «*H. ^l. = 
an die Stelle tritt. 

25. Für An,„ sind beide, von uns abgeleitete Formen 

zulässig, wir fassen jetzt die zweite in's Augö. 
Der zweite Gordan'sche Satz *7) lautet: 
^Eiue jede Combinante von |i binären Formen 

n**' Ordnung 

(6) 9M T,W, • • • Th.(X) 
ist eine Invariante der binären Form mit (n — |x-f"^) 
Variabein 

w^xW = %(^—\) (^— X,) . . .(X— X„_j,+,), 

ferner ^^^ der (|x — 1)** Differentialquotient von 
«(X, |i) ist, (|i — r)mal nach X, (r — l)mal nach |x ge- 
nommen. 



und (<f^ x) '^ ' ^ (" — I*"l~ ') Ueberscliiebung der 

Formen (pj^und;^ darstellt." 

Bn.M ist hier evidenter Welse eine CombinftntG der 
tp{X), «Im nmgekehrt aucli jede Invariante von B eine Com- 
biuante der «ptX)." 

26. Dieser aweite Gordau'ectie Satz leitet sich aber ühiie 
Mühe au8 dem ersten mit Hülfe der früheren Betrachtungen 
über die lleciprocität des Schuittpunktlheorema (§. 4) und der 
Kweiten Form von A^ ab. 

Der lalialt jener Reciprocität liisBt sich mit Rücksicht 
auf die Ableitung dieser Form von A„,|, kurz so aussprechen: 

,Die Form A.„ = (/•; «', (/;' »f, . . . (/',""'"*)'' 
verhältaichaurGruppe dercp^(Ä: ;= 1, , . . fi) gerade 
80 wie die Form 

B-. = lifjr'*" (T,., x>'r'*" ■ . . (<p„,x)""'*"'i . 

aar Gruppe der f^{i ^ 0, I, ... h — (i)." 

(Dabei sind die f die Schuittpunktformeu der cp, und um- 
gekehrt.) 

Nun ist SU Folge des ersten Gordan'schen Satzes jede 
üombinanto der p. Formen tp eine Invariante von Ab,ii (zweite 
Form), also auch evidenter Weise eine Combinante der 
(n+1 — (t) Formen f, mithin unter nochmaliger Anwendung 
des ersten Gordan'schen Satzes eine Invarianto von B„ . Dies 
ist aber der zweite Gordan'sche Satz. 

Mit Wegl aasung der Zwiachenformen An.,, resp. Bb,|i 
kfinnen wir demnach den Inhalt beider Hauptsätze so zu- 
sammenfassen : 

„Jede Combinante der [i Formen cp ist eine 
(Jombinante der (/i+1 — p) Schnittpunktformen f 
nud nmgekehrt*)." 

*) vgl. üia liisturlaulie BaiDeikung ilur Elulviluiig. 
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Man wird daher mit Vortheil immer läie Form A„,i,'re8p. 
Bb,^ zu Gründe le^en , die aus der kleineren Anzahl von 
Formen gebildet ist. 



Um diese Sätze auf die rationalen Curven anwenden za| 
können, geniigen einige Bemerkungen. 

Eine jede solche Curve jitsst sieh bekanntlich imi 
deutig, Punkt für Punkt auf eine Gerade abbilden und diel 
Darstellungsfunktionen f(\) lassen sich nach Lüroth '*' immer 1 
in eine solclie Form bringen , dass jedem Punkt der Curve I 
resp. Geraden immer nur ein Argument X zugehört. (Ebb 
werden uns weiterhin noch Beispiele solcher Umformungenl 
begegnen.) 

Daher ist eine jede nicht zerfallende rationale Curve Ä^ j 
als InterpretationBgebiet der Invariantentheorie binärer Formen I 
zulässig. Dann sind offenbar die simultanen Invarianten und'! 
Covarianten der dargestellten Formen unabhüngig von eintff 
Collineation des Raumes, in dem sich die rationale Curve be- 
findet. 

Wie weit aber umgekehrt alle Eigenschaften der ratio- 
nalen Curve, die bei Collincatlonen des bezüglichen IlanmeE 
invariant bleiben, von den Invarianten binarer Formen ab-fl 
hängen und was fUr apecielle Raumcollineiitionen mit dei 
linearen Tranafonnationen auf rationalen Curven verknQpR 
sind, diese allgemeine Frage möge verschoben bleiben, bij 
erst ein hinreichendes Material gewonnen ist, das diesen abj 
strakten Untersuchungen eine concrete Unterlage gewähren solÜ 

Vor allem soll erst das wichtigste Hülfsniittel des Fol4 
genden, die Theorie der Normcurven, in kurzen Zügen, 
soweit es erforderlich, abgehandelt werden; dabei wird i 
schon, und dies allmählich in steigendem Masse der grosa 
Nutzen herausstellen, den der Gebrauch der in diesem Capitd 
erörterten Prinzipiün und Sätze, vor allem des letzten gewäl 
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In den DiDEelnen Fällen wird sich auch die eben anfgoworf'ene 
Frage leichter Übersehen um! beantworten lassen. 

Den Absclilusa diefles Oapitels bilde ein 8atz, der einen 
unmittetbnren Ausflnes des letzten Satzes bildet, und der zwar 
iraplicite schon in den Untersuchungen der frlilieren l'iira- 
graphen entbitUen ist, jedoch noch nicht mit der nöthigen 
Schärfe betont ist und der l(urz so auagesprochen werden 
kann (mit der BeBcbränkung auf binäre Formen, wenn dies 
auch iiicht erforderlich ist): 

„Die Fiiaktionaldeterminanten conjii girier 
Gruppen binärer Formen sind dieselben. " 

In der That gehen wir wieder von der Jt^ aus: 

jwrj = cp.(X) (i = . . . d) = Oi^X" + . . . a^n 
mit den Schnittpunkterelationen 

«,. = Q,a^^ = 0,... a„_j , = 
ao folgt Eunächst aus dem Früheren augenblicklich, daaa die 
Forderung, ea aollen fi benaclibartc Punkte X der Curve 
■ich auf einem Lineargebilde d Stufe befinden , so viel 
LöAflngen X zuläast, ala die Funktionaldeterrainante der Formen: 

«,X. a,i. ■ ■ ■ «n-d,* 

Wurzeln hat. 

Anderorseite erhält man diese Forderung auch im Ver- 
■diwinden der Deternunaute der <f^{X) ausgedrückt, wenn mau 
in den einzelnen Colnmnen derselben für X die Werthe setzt 

X, X+dX, J,+2rfX+rfX* etc. . . . 
Diese geht aber, wie z. B. Clebsch'*' Öfters an einzelnen Fällen 
Dachgewiesen hat, mittelst der gleichen Methode, indem man 
nnr noch nebst den gewöhnlichen Umformungen von Deter- 
niinanteu solcher Art den Eul er 'sehen Satz über die Darstellung 
binärer Formen mittelst ihrer (nach zwei homogenen Variabein) 
genommenen Differential quotienten wiederholt anwendet, in 
die Funktionaldetertninaute der Formen iy,(X) über. 
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BeidcFuiiktioual']etermiuaiiteiiaiiidvomGradc(d-f^ljl 
in X uud vom ersten in deu DetertniiiaDten der a resp. a 
nach §. 1 proportional sind. Also unterscheiden sieb beidi 
noch um einen un wesentlichen Faktor, den man meistens dti) 
Bequemhchkeit wegen gleich 1 setzen dnrf. 

Dieser einfache Satz ist uamentlicli einer der kräftigste 
Hebel zur Erforschung geometrischer Wahrheilen mittelst 
algebraischer Behandlung, wie sich des Weiteren zur Genüge 
ergeben wird. 

Capitel 11. 
Die Reye'sche Apolarität and die Normearven. | 

Abschnitt L 
Die Normcui'ven (speziell der Ebene uud des Baumes}.! 

§. 12. 
Der Normkegelsctmitt der Ebene. 
28, Wenn auch dieser Abschnitt mancherlei Bekanntes''^ 
enthalten wird, so fehlt, so viel ich weiss, doch eine aystemaKl 
tische Zuaamnionstelluug der Haupt-Sätze dieser Theorie, di*^ 
bezweckt, die Bestimmung der Lage der Punkte (Geraden, 
Ebenen, überhaupt Lineargebilde) in der Ebene, im Itamne 
(und höheren Mannigfaltigkeiten) von fest gedachten Curven 
(dem Norrakegelschnitt der Ebene, der cubischen Normeurse 
des ßanmes, allgemein der rationalen Normeurve n"" Ord- 
nung im Räume von n Dimensioaen) abhängig zu machen. 
Und zwar erweist es sich weiterhin im Laufe der Unter- 
suchungen als' höchst vortheilhaft , diese Normcurven nicht 
ganz beliebig zu wählen, sondern sie gewissen (Apolaritäts-) 
Bedingungen zu unterwerfen, ähnlich wie man die gewiihn- 
liehen Co ordi unten Systeme den gerade vorliegenden Aufgaben 
gemäss möglichst bequem einrichtet. Es wird im Folgenden 
wesentlich auf eine geschickte Bezeichnungs weise ankommen- 
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20. Wir denken una in der Ebene ein festes Dreieckacoor- 
inatensystem und bezeiclinen «U Normkegelechnitt {N^j 

(1) px^^X , px^ := 2X, px^ = 1, 
'0 (p ein beliebiger Faktor und) X ein variabler Parameter ist, 
[cf. Salmon Fiedler, Kegelschnitte, Art. 305.) 

Die gewöbniiohe Gleieliungafonn wird dRnn unmittelbar 

(2)4a:^x, — x![=0. 
■Umgekehrt kann bekanntlich *) ein beliebiger (nicht zer- 

•) H>n sUht die» »ucli nn« ilor ullgoinuinsien rarameterdarBtellung <1™ 
>(^«llclrniIM , dor jeder (nicht Herfallende) KcgoUchnitt vermöge aeincr 
TOJektiTisohon Emeagnng fnhig «tt 

p^i = "a ^* + »11 ^ + "lo ('■ = f"' '■ 5)' 
ideiD man auf die Punkte der Ebene eine LineartrantfonnHtiun anwendet, 
«reo Cocfficiünten die raup. Unterdeterminantcn lies Systems der » sind, 
tann ergiobl sicU xioh sofort rückwärts mit KQckaicht auf die Cleicli- 
iigco(l und 3) sU Oloichung dioies Kegclsciinitts in den alte» Cuordinaten z: 
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rsrden kann. 

Uan lehe in den drei Oleichungen der allgemeinen Parometerdar- 
lellung lies Kegelsahnitta lunftohst die PoleuieD ran i. als Unhekannte 
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breohn« die drei nicht homogcnfln Unbekannten in der gewöhnlichen 
r«be und weude dann erst wieder die den l zTikommendo Identität: 
(^ (^ _ ^ = 

tii) einfach diese beiden Metbodo n erscheinen mSgen, ao vorgloiehe 
lan doch i. B. die mfihsame Methoda Salmuna (Höhere ebene Curven pg. ö3), 
IB atim mindenlen die cbaraklerialisclie Fonri des Endieiultata schlecht 
'kennen IBjst. 

Duselbe Verfahren ist Kunücbst auf die allgemeine Parameteis 
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fallender) Kegelschnitt der Ebene in dieser Form dargestellt 
werden, wenn nur das Coordinatensystem passend gewählt wird 
(d. i. wenn man zwei Tangenten und die Berührungssehne des 
Kegelschnitts zu Seiten des Coordinatendreiecks nimmt). Die 
Form (1) sagt aus, dass jedem Punkte des Kegelschnitts (oder 
auch seiner Tangente) ein bestimmter Werth von X zukommt 
und umgekehrt. Daher ist es weiterhin erlaubt, einfach von 
einem Punkte (resp. Tangente) j^X* des Normkegelschnitts zu 
sprechen. 

Eine beliebige Gerade der Ebene : 

(3) u^^ii^x^^u^x^-^u^x^^O 

triflft iVg in dem Punktepaar der quadratischen Gleichung (wie 

es der Kürze wegen lauten mag) : 

2 

(4) u^z^u^X 4- 2Wj X 4- w^ = 0. 
Seien die Wurzeln dieser Gleichung a, ß und 

(5) a + ß = ~, «ß = J'^ 

so folgt aus (4) für die Coordinaten der Geraden : 

s 

(6) TW^ = 5^, TW^ = — g, TO^= s^ 

(wo T ein beliebiger Faktor *) sei). 

Die Gerade wird (und nur dann) zur Tangente ftr 
a=ß=X, daher ist die zu (1) dualistische Darstellung (in Linien- 
coordinaten) : 



dantellung der cubischen Raumcnrve (cf. §. 13) und ihr Flftobenneli 
zweiter Ordnung, sowie überhaupt in derselben Weise auf die rationale 

Cnrve n^' Ordnung im Räume von n Dimensionen anwendbar. 

Dabei zeigt sich noch der merkwürdige Umstand, den wir hier Tor- 
erst nur angeben wollen, dass die Curve 

pxi s= mjX* (i = 0, 1, . . . d) 

in Wirklichkeit nur von (d — 1) Grössen (passenden Quotienten der ^) 
abhängt, während die scheinbare Abzahlung deren d liefert. 

*) Dieser Zusatz mag bei älinlichen Fällen von jetzt ab unterbleiben. 
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(7) XMjj = 1, TW, = — X, TM^ =: X 

oder in gewöhDÜcher Form: 

(8) M^ K, — mJ = 0. 

Verfiilirt man jetzt wieder, wie oben mit (1), indem man 
7) mit dor Gleichung eines Punktes combinirt, so erhält man, 
Mrallel den Oleidningen (6): 

(9) px^ = s^ pa:, = s„ ps:^ = s„. 

Die in (5) eingeführten Grössen ', ' nennt man gewöhn- 

Bch die elementar-symmetrischen Funktionen der zwei Grössen 
(tj ß; ich bezeichne, weil sich dies weiterhin als nützlich heraiis- 
■teUt, die Grüssen s^, s^, s^ (oder genauer ps^, ps^, ps^ wo p 
variabel) als die homogenen symmetrischen Funktionen 
Tou zwei Grössen (Werthen, Parametern, Argumenten) a, ß. 
Treten weiterhin mehrere Reihen solcher Funktionen auf, so 
eicn sie bezeichnet mit s^, s,, s^ resp. <j^, o,, o^, resp. .5^^, ,9^, S^, 
■Wp. tjj, t , Tj etc. oder auch kurz mit S, o,, S , t^ etc.)*) Dann 
:»nnen wir unser biejetstigee Forroelsyatem in folgenden Satz 
kleiden: 

A) »Der Normkegelachnttt der Ebene, als 

rdnuugscurve aufgefasst (in diesem Sinne sei er mit 

''bezeichnet) ist dargestellt durch die Gleichungen 

|l)reBp. (2); dagegen als Klasaencurve (und , sofern 

i\es hervorgehoben werden soll, sei sein Zeichen N,) durch 

ie Gleichungen (7) reap. (8). 

Die Coordinatcn eines beliebigen Punktes 
er Ebene sind durch (9), die einer beliebigen 
eraden durch (G)**) repräsentirt, wo dieSj die 

*} Dieaelbo Bomerkung (iitid Bozaichnimg) soll fOr die Kymmetriaebf-n 
Pfinktiunon tob drei nnd mehr Wcrtlicn a. ß, y, etc. (oinoa Paramelcra) gellen. 
**) Ist in (6) UDiI (ii) das Argumenten paar beidemal dasselbo, to 
t der funkt (9) der Pol der Üetadou {6t, wie »Qob »ui Gleiobung {2) 
t tolgu 
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ho ra oge II enay in metrischen Fiinktioiioii der oeiö 
Parameter sind, die den vom Punkte an N^ 
geiieuden Tangenten reap. den anf N^ durch <{| 
fJerade ausgeacbiiittenen Punkten angoböri 
Die Einfuhrung des Normkegelachnitta hat daher 
grosae Bequemlichkeit znrFolge, dieCoordiimien eines Punkt! 
der Ebene unmittelbar mit den homogenen lijmmetriflcha 
Funktionen zweier Werthe (eines variabeln Parameters) idea 
tificirou zu können. 

§. 13. 

Die cabische Normearve des Riiuiims. 

Ich mache hier suhun auf die Abhandlung von Hbi 
Starm : „Darstellung binärer Formen auf der cubischen Rann 
curve" (Grelle Bd. 80) aufmerksam, die unserem Gegenstand 
namentlich in dieaem Abschnitte sehr verwandt ist. Ea Im 
sich nicht vermeiden, um das VeratUndnisa nicht -zu erschwer! 
mRUche 8ätBe, die dort schon vorgetragen sind, iioct 
(wenn auch meistens anders und in anderem ZusammenhiUiri 
abgesehen von dem mancherlei Neuen) zu beweisen. NuraJ 
lieHB sich eine, wenn auch sehr gedrängte, Systematik i 
reichen. Ich citirc jene Abhandlung int Folgenden 
mit Sturm. 

Im Übrigen mtJchte ich dabei betonen, dass mir die Iiit| 
pretation der binaren Formen auf irgend welchen rationalfl 
(spec. Norm-) Curven als solche nurMittel zum Haupte 
zweck ist, das Auftreten der A polari tat l'iberall nach^u- 
weisen und vor Allem den engen ZnsainmeDliang der 
binären Apolarität mit der te mären, quatcrnärea 
etc, zu ergründen, wozu es erst einer Reihe von Vorbereitungen 
bedarf, die ich, um sie dann ein für allemal zum Gebniuche 
fertig zu haben, nach Möglichkeit in ein systema tisch ea Gewand 
gekleidet habe. 
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30, Die BehRtflluTig dieaer Nonncnrve des Raumes ist in 
ihrem ersten Theilo (Jer (iee Normkegelscbnitts Jer Ebene ganz 
; erst weiterhin stellen sieb Besonderheiten ein, die von 
der gcwRcliaenen Zaiil der Raumclemente (Punkt, Ebene, Ge- 
rade) herrühren. Unter der NormiMirve dritter Ordnung {^J 
reratehou wir, den Raum auf ein festes Tetruedercoordiniiten- 
lyelem bezogen gedaeht, folgen Je: 

{l)fix^ = x', pi, = 3X*, pr, = 3X, pr„ = 1. 

Wiederum kann bekanntlich *) jede, beliebig gegebene, 

kiicht zerfullende und in keiner Ebene liegende cubiscIieKanm- 

Burve durch geeignete Wahl des Coordinalentetraeders in dieser 

dargestellt werden. (Dasselbe besteht dann aus den 

ßcbmiegungs-) **) Ebenen irgend Kweier Punkte der Curve 

e ftllgemcln gegebene Curvo 
X ■+ '<„ l + öiu (' = 0, 1, 2, 8) 
linoanj Piinkllrnnfroriualinn an, deren CoeOicienten die Unterdoter- 
BDlsn dea Sjrstcmii der Coerficienten n sind und tnulliplicire d«nn nooh 
die neuen Cuordiuaton niil gceignelen Faktoren. 
**) E« <ei gleich iiier binslebtlich der Nomenklatur ävr cubisclicn 
iineiirvcn Folgendw erwalinl: 
,D!a Soluniegiingiiekcncn mögen einruch Eboaon dec ('iirvo (N^): 
,Liiiieii Ewoisr ScIimEegiingHebonen* ointach .Axen" der Curve (N^): 
iMD, die aleo dsaPunkten, Sebnen der Cur ts (A^,) gegen liWMeli cd. 
In gleialier Weise bcinaon die Tingcntialebeneii einer FlAcbe «neiter 
MeO, einfach dt« Ebenen dcrPlacho, so ilnsa insn dnnn n-l), nngen kann: 
■ Etne lUunieiifviT dritter Clause (Nj) und eine FlKcbe awaiter Claitifl 
»,) hftl>en lecbs Ebenen gomein." 

Enthalten die Ebenen einer Klacho aweiter Clara« alle Ebenen einer 
tbivcben BaiimcnrTo (N^) lo tage ich: ,die Flllohe i"t der Curve 
lli(b«)«chrichen*. 

Die ganic Mannigraltigkeit dieser FlUcheo zweiter Claüee sei einfach: 
Flncbeokchaaricliaat («weiter Cluie) der CuTve (N,) gogcnabcr 
lern PiRebonnetx («weiter Ordnung) der Carve i^^". 

Zur ÜlaicbnDg (4) loi benicikt, iloss, wo ■■ niobt nothwendig i«t, die 
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nebat den beiden Tangenten ebenen derselben, die resp. duro 
den andern Punkt hindurchgehen.) 

Dann gehört jedem Werthe des Parftmetera X ein 1 
Htimmter Punkt der Curve (oder auch seine Ebene, oder au(i| 
seine Tangente) zu und unigekehrt. 

Daher wird im Folgenden einfach TOn Punkten (Eber 
Tangenten) X der Normcurve die Rede aein. 

Das durch die Curve (I) gehende Flachennetz zwe 
Ordnung ist, wie sofort zu sehen, dargestellt durch: 
(2) (3 3:, 3r, — .t*) [i^ + (9 ar^ a-j — 3:, a;^) jLj 4- (3 j:^, z:^ — »J) lij=0,i 
wo die [1 variabel sind. 

Umgekehrt ist dann, wie man weiss, durch dieses Fläcbei 
netz zweiter Ordnung die Curve vollständig und eindentij 
bestimmt. Wir kommen weiter unten auf dieses Netz von aiij 
derer Seite her zurück. 

Der Schnitt mit einer beliebigen Ebene: 

(3) »^ ^ 11, X, + .., », + «, 0!, = 
liefert zur Besfinimung der Schnittpujikte die Gleichung: 
(4) M)^ - M^X' -f- 3 «^ X' + 3 M, X -f- w^ = 0. 

Seien die Wurzeln derselben a, ß, y und 

(5)« + P + T = ",S ='|i + «r + PT = ^;. »?r=- 

BO folgt aus (4): 

(*^)™i, = -V ^*! = ^3"' ^"1—3' ™i. = — ".• 
Die Ebene wird (und nur dann) zur Ebene der CurveJ 
wenn a ;= ß := y ^ X. Daher ist die zu (1) dualistische DaJ^ 
Stellung der Curve (in Ebenencoordinuten): 

(7) THg ^ 1, TM| = — X, TW, =:: X J ™u = — ^ 



gewQhnlicbe Bezeichnung eine 
erngtsl werde Im OegeDsatze z 
iliireli n maiige PolarisatioD i 



'"i.»i" 



den Formen a,, bt etc., die uia den 
kcb n Gi'Oisen cnlitelien. (cf. %. 5) 
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althiii ist die Sobaarachaär von Fliichon zweiter Klasae, deren 
f«raeiiinaine (Tangential-) Ebenen die Ebenen unserer Curve 
Bind, oder wie wir kUrzer sagen wollen: die Öcliaarschaar 
er der Curve umso li riebe nen Flächen zweiter 
loase" bestimmt durch: 

6) <", ». - "5 ^ + <». «. - ". «.)■', + K ". - ">, = » 

iro die v variabel sind, 

Aua (S) geht wieder die Form (7) lißrvor, wie aiia (2) die 
form (1). 

Combinirt man endlich die Gleichung eines beliebigen 
'unktea mit(7)utid verfährt ganz wie niit(]), so erhalt man als 
Koordinaten eines Punkten: 

(9) px^ — Äj, pXj = s^, p.r\ = s,, px^ = s^. 

Mit Rllcksicht auf die zum Satze A (§. 12) gehörige An- 
merkung können wir das Bisherige in folgenden Satz zu- 
lammenfasseD : 

Jt) „Die räumliche Norm curve, iils Curve dritter 
[)rd DUDg aufgefaEst (in diesem Sinne beiase sie 2f^) ist 
durch die Gleich ungen(l) resp. (2)dargeatellt; da- 
gegen als Curve dritter K lasse (und, sofern dies her- 
irorgeboben werden soll, sei ihr Zeichen N^) durch die 
SlcichoDgen (7) reflp.(8). 

OieCoordinaten eines beliebigen Raumpiinktes 
|inddnrch(9);die einer beliebigen Raumebeiie*) 
Iurcb(6)reprägentirt, wo die s^ die homogenen 
t^mm etrisehen Funictioneu der drei Parameter 
■ iud, die den drei vom Punkte tinN, gehenden 
Ebenen reap. den drei auf iVl^ von derEbene aus- 
^«schnitteneu Punkten zugehären." 

*) D\mt crbalt nutn «Iso allgempiu nnch der liegul, linsa man (iie 
Funkti^<Hird!|]alcn iimkehrl, mit nbwnchtiolndsm VurxDichou vursielit, und 
■li ilna (lur DiiiieDBioDencalil dt» Kaumw) gehDrlgen BinomiDalcoeßiaienleD 
iliidirt 

V. n. M*r*r. ApululUl. 4 
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Die Einführung der cubischen Normcurve bringt es daher 
wieder mit sich, dass die Coordinaten eines Raumpunktes ge- 
radezu mit den homogenen symmetrischen Funktionen von 



drei Werthen (eines Parameters) identisch sind. (Und das Ent- 
sprechende gilt, wie man sich leicht überzeugt, für beliebig 
hohe Räume cf. No. 28.) 

§. 14. 

Geometrische Eigenschaft der auf die Normcurven bezogenen 

Coordinaten. 

31. Ausser dem erwähnten formalen Vorzug, den die 
Normcurven mittelst der auf ihnen ausgebreiteten Pararaeter- 
vertheilung gewähren (und dessen Wichtigkeit erst allmählich 
hervortreten wird) gilt noch ein zweiter geometrischer. Es 
spricht sich nemlich in der neuen Bedeutung der Coordinaten 
eine hervorragend wichtige Eigenschaft von Punkt (Gerade) 
einer Ebene in Bezug auf einen beliebigen Kegelschnitt in der- 
selben, sowie von Punkt (Ebene) des Raumes in Bezug auf 
eine beliebige cu bische Raumcurve aus, so dass diese Elementar- 
gebilde einen gewissen geometrischen Ort vorstellen. 

In der That stellt ja eine Gleichung 

(1) w, - % s^ + «^1 ^1 + % ^0 = ^ 
eine (gewöhnliche) *) Involution dar, als deren Elemente man 
hier die Punkte (Tangenten) X eines Kegelschnitts (iV^) ansieht. 



*) Ich verstelle , wie jetzt meistens geschieht, unter einer Involution 

n*®"^ Ordnung ein binäres Formcnbüschel n*®*^ Ordnung rvf~("^?"* Diese 
lässt sich dann (cf. Kap. I, § 3) stets ersetzen durch (?i — 1), in (n + 1) 
Grössen 8. lineare Relationen, also eine Involution zweiter Ordnung (die 

ich die gewöhnliche Involution oder schlechtweg Involution nenne) durch 
eine Gleichung u^ = 0. 

Für diese (Schnittpunkt-) Relationen kann man dann wieder die zu- 
gehörigen (Schnittpunkt-) „Formen" setzen d. h. die zur Involution apo- 
lare oder conjugirte Formengruppe, (cf. § 24.) 
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X)a nun uncli Siitz A) Jie s. ula Loniugciio aJmrnetri!t<^lle Fuuk- 
tioucH zweier Wertlie «, ß die Coordiiiuteii des Futiktes sind, 
von dem die Tarigeiilen a, ß nn N^ gehen, so liegt darin der 
Itekaunte Satz der Ebene (unter Punkt eines Liiiieiipaarca ihren 
leineinBaiiieu Punkt verataaden): 

„Die Punkte der Tangenten paare eine r Invo- 
lution an feinem Kege lach nitte durchlaufen eine 
Gerade (deren Schnittpunkte mit demselben die 
Dnppelclemente der Involution duratellen) und 
g. iat jede Gerude der Ort der Punkte der 
ngentenpaareeiner besliniinten luvolulion auf 
dem Kegelschnitte (und dniilistiauh fUr eineu 
Punkt)." 

ÜarauB folgt dann aus den geunietrisuhen EigeuBt;haften 
der Involution, diiss die Berührungspunkte eines jeden dieser 
TangPntenpiiarc harmoniBcli liegen zu den Öclmittp unkton der 
Geraden mit N^. Algebriusch hcisat diea bekanntlich, daas die 
lilmcarc Invariante der beiden tiuadratischen Formen 



(a) 



" _ 5_ X + s^ 
fabgescbun von einem Nablet il'aktor) mit u^ ideotiach ist. 

OuUK uiiulog stellt sich die tiaeho t'Ur die cubisehe Uaum- 
ve (A' ) und wir können daher oliue Weiteres den 8ata aus- 
brechen (uuter dorn Punkte eines Tripels von Ebenen ihren 
getDümsAtnen Punkt verataaden): 

, Besteht zwischen den Ebenen einer oubiaubeu 
ßauuicui've eine trilinuare symmetrische Ver- 
irandlschaft in der Art, dass au irgend zwei Ebenen 
Ider Curve stctB eine dritte und zwar so gehurt, 
idasB zu je zwei Kbeuen diese» Tripels immer die 
itte gebort, so durchlaufen die Punkte aller 
eser Ebeneutripel eiueEbene (die dleCurvein 
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drei Puii kten schneidet, derenEbenen, dreifach 
gezählt, je ein Tripel der Verwandtschaft bilden). 

Umgekehrt istjede Ebene der Ort der Punkte 
der Ebenentripel einer solchen Verwandtschaft 
(und dualistisch für einen Punkt).* 

Und auch die Folgerung ist hier eine ganz analoge. 

Denn ist die Verwandtschaft dargestellt durch 
(3) w = w, ^3 + Wg 5, + u^ ^1 + ^ ^0 = 
so sind die drei Ebenen der Curve, in denen je drei Ebenen 
eines Tripels zusammengefallen sind, repräsentirt durch: 

(4) u^ - t*3 X' + 3 w^ X' + 3 w^ X + u„ 
andrerseits aber irgend ein Tripel (5j) der Verwandtschaft durch: 

(5) 5x = s^ X" - 5^ X* 4- 5^ X — 5,. 

Dann ist wieder die bilineare Invariante beider Formen 
(4) (5) (abgesehen von einem Zahlenfaktor) u^. Daraus folgt, 

wenn ich zwei Ebenentripel der Curve, deren Argumente zwei 
zu einander apolaren cubischen binären Formen angehören, 
jjzu einander apolar'' nenne *): 

„Jedes Tripel einer trilinearen symmetrischen 
Verwandtschaft (dessen Punkt also auf einer 
festen Ebene liegt) zwischen den Ebenen einer 
cubischen Raumcurve ist apolar zu dem ausge- 
zeichnetenTripel**), dessen Elemente jedes, drei- 
fach gezählt, ein Verwandtschaftstripel bilden.* 



*) In derselben Weise soll überhaupt immer das Wort apolar tob 
den vorkommenden Argumentgruppen auf die zugehörigen Punkt- (fibenen, 
Geraden etc.) Gruppen übertragen werden dürfen. 

**) Daraus folgt wieder, wenn man die Normcurve von irgend eiDem 
Punkte 

jc^ "- Xq X — x^ X -f- a?2 X — ^3 ^0 (^ — ^i) (^ — ^2) (^ — ^ 
auf irgend eine Ebene projicirt, der alte Satz (Kap. I, §. 2) dass weao 
pxi = Ol (X — Xj) (wo die a beliebige Faktoren sind) eine rationale ebene 



J 
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Und da eine cubische binäre Form zu sich selber apolar 
ist, so folgt sofort der bekannte, schon mehrfach **> auch von 
dieser Seite her betrachtete Satz : 



Curve dritter Ordnung ist (mit dem Wendedreiseit als Coordinatendreiseit) 
so stellt 

'. -- ^0 «8 + T~ "*" ~3~ + ajj «0 = 
ihr Schnittpunkttheorem dar. 

Nimmt man noch einen zweiten Punkt zu Hülfe 

^X ^ 2/o ^* - 2/i >^ + 3/2 ^ - ^3 ^ ^0 (^ - \) (^ - ^'2) (^ - \) 
und projicirt die Curve N^ durch die Gerade xy auf eine Ebene , so 

reprfisentirt die Gruppe 

X. «o x^ 8. 

X, «. + JL-1 + —^J + «« »ft = ^ ic. 

5 ■ Q * o '30 — ■ 

wie man will, einen Punkt (Involution) in der Ebene der Curve 

pajj = a, (X - X,) 
oder einen Punkt in der Ebene der Curve 

* 3 

P3/l = ^ (^ — \) • 
Die Involution , die das StrahlbQschcl jedes Punktes aus der zuge- 
hörigen Curve ausschneidet, ist beidemal die zu 

conjugirte Gruppe. 

Und endlich gelangt man so mittelst dreier Punkte x, y, z zu einer 
Geraden, die durch die Gleichungen 

«8 = <^» y. = 0, z^ = 

reprftsentirt ist. 

Dies Verfahren soll später ganz allgemein dargelegt werden, wodurch 

erreicht wird, dass jede ^, mittelst des Projicirens (dualistisch Schneidens) 

sowie der umgekehrten Operationen auf die bezügliche Norme urve zu- 
rückgeführt wird. 

Andrerseits erkennt man schon, dass dies Verfahren im Grunde iden- 
tisch ist mit dem andern, statt der Dreiecks-, Tetraeder- etc. Coordinaten 
Vielecks-, Polyeder- etc. Cpordinaten (die dann durch eine Anzahl linearer 
Relationen verbunden sein müssen) einzuführen. 
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j,D er Schnittpunkt irgend dreier Ebenen der 
Curve liegt auf der Ebene ihrer Schmiegung s- 
punkte (undPunkt undEbene besitzen dann die 
gleichen Argumente)*. 

Es hat offenbar nicht die geringste Schwierigkeit, diese 

Sätze für eine rationale Curve m*®' Ordnung im Räume von 
n Dimensionen auszusprechen: doch mag dies wegen der Com- 
plicirtheit der geometrischen . Ausdrücke (bei algebraischer 
Evidenz) unterbleiben. 

Der letzte Satz gilt selbstverständlich nur fdr Räume 
von ungerader Dimensionenzahl. 

§. lö. 

Die (gewöhnliche) Involution auf der cubischen Raumeurve. 

32. Ehe wir zur Darstelhmg der Raumgeraden mittelst 
der Normcurve übergehen, sei erst noch der Darstellung der 
Punkte (Geraden) einer Ebene mittelst der Sehnen (Axen) 
einer cubischen Raumeurve gedacht, deren Gebrauch öfters 
von Nutzen ist. Nach §.14 heisst dies Folgendes: **) 

^Eine Involution sei aufder cubischen Raum- 
eurve (-ATj) gegeben; welche Fläche bilden die 

Sehnen der Puuktepaare der Involution (oder 
kürzer: die Sehnen der Involution)?" 

Es ist sehr leicht zu beweisen, dass diese Sehnen eine 
Regelschaar zweiter Ordnung bilden und umgekehrt, dass 
jede Fläche des durch die Curve gehenden Flächennetzes 
zweiter Ordnung (§. 13, (2)) durch ihre Geraden (der einen 
Schaar) eine bestimmte Involution auf der Curve darstellt. 

Wir verfahren zu dem Zweck so. 

Machen wir (durch Coordinatentrausformation) die gege- 
bene cubische Raumeurve zur Normcurve N*, 

(1) P.C3 = X', px^ = 3 X\ px^ =z 3 X, p.r^ = 1, 
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dcreu Fliichcimetit »weiter Ürdiuing also (tj. 13) gegeben ist 
durch : 

nnd sei die vorgelegte Involution 

(3) 1», », + m, s, + .». «, =. ,» = 
) frage ich : 

Unter welchen BeiÜDgnngen liegt eine Seline der Invo- 
lution (3) auf einer Fläche (2)? 

Irgend eioe Sehne der luvulution, die dem Klementen- 
pajire «, ß angehöre, geht durch die beiden Punkte y, z mit 
den Co ordinalen 

(4)x;, 3i;, 3i„ii ij, 3x;, 3i„i. 

Nnn sind die tichnittjjnnkte einer Fläche zweiter Ordnung 
fii* := mit einer Geraden (y, t) nach der Joachinisthal'schen*") 
IJetbodc gegeben durch die quadratische Gleichung: 
(5) j,'o* -l- 2Xo^^ + «! = ^*- 
Für eine der Flächen (2) und eine Sehne (y,*-) verschwinden 
•tvts die beiden äusseren Glieder der letzten Gleichung; soll 
lao die Gerade gana auf der Fläche liegen, so bleibt die eine 
Bedingung 

(ß)n =OoderSj,''f' = 0, 
iurch Ginsetzen der Coordinaten (4) also (niicii einfacher Rech- 

toiog) 

(7) ^{\-\f ([1. s^ + H\-^ ^ ^) = >-■). 

Daraus geht hervor, dass, falls die verlangte Bedingung 
(Ür jede Sehne der Involution (3) gelten soll, dass die Coeffi- 
deuten (i der fläche den bezüglichen Coeilticienten »n der In- 
TolutioD proportional sind, womit der Anfangs erwähnte Satx 
bewiesen ist. 

Denn es ist klar, dass die luvolationsselmen nur die ein e 
Begetscbaar der zugehörigen Fluche zweiter Ordnung bilden, 
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da niemals zwei der Selinen der Involution sich treffen können. 
Die Geraden der andern Re^elst-haar iiiteressiren im Folgenden 
niclit weiter. Wir drucken der Kürze wegen den erhaltenen 
Satz so aus: 

„DieSehnen einer auf einer cubischen Raun 
ciirve (A'j) dargestellten (Punkt-) Involu tio n (i^ z 
bilden die eine RogelBchaar der Fläche ji'^0(2)*^ 
unditmg. jüie Sehnen der Curve, die gan; 
einerFIäche [i* ^ liegen, sind die Selinei 
In vol ntion (1^ = 0." 

Genau ebenso beweist man den dualistischen Satz: 
„Die Axen einer auf der cubUcbon Norm 
curve (Nj,) dargestellten (Ebenen-) Involution 

(8) v„ o„ _ V, J, + Vj, o, = 
bilden die eine Regelschaar der der Curve un 
schri ebenen Flächen zweiter Claeae (g. 13): 

(9)\C«,«,— «|)+^K«i.— «i«.)+^("o«.— "i)="I='*'^ 

33. Während so , gestützt auf den InvolutionebegriiT, 
zwischen den Punkten (Geraden) einer Ebene und den Sehnen 
(Axen) einer cubischen Raumcurve eine ein-eiudcutigo linet 
Verwandtschaft hergestellt ist, wobei einer Geraden der Eben 
eine der durch die Curve gebenden Flächen zweiter Ordnni 
entspricht und umg. , wird man auf geometrischem We( 
sofort zu einer zweiten eindeutigen Verwandtschaft ("aber vm 
zweitem Grade), wiederum zwiacheo den funkten der Ebei 
und den Sehnen der Curve gefdhrt, die mit der ersten eng z 
saramenhängt. 

Wir werden auf diese zweite Verwandtschaft noch e 
später von anderer Seite her (bei näherem Studium des Sehnig 
punktthcorema der rationalen ebenen Ciirven vierter 
nuug) zurückkommen und ea genüge daher, hier vorläufig n 
einige Hauptpunkte anzugeben. 
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Denken «vir uns die Ebene irgendwie im Räume gegeben 
(äoch so, dasa sie weder SehmiegnngB- noch Tangenten ebene 
der cubischen naumcurve iut), so trifft im ullgemeineii jede 
Sehne der Cnrve die Ebene in einem Punkte und nmgekohrt 
geht bekanntlich von jedem Punkte der Ebene nur eine Sehne 
au dieCurve. Eine Ausnahme tritt nur ein f'llr die drei Schuitt- 
punktc der Curve mit der Ebene A^, A^, A^. Jedem derselben 
entspricht die ganze Schaur von Sehnen, die alle auf einem 
Kegel (zweiter Ordnung) liegen, der die Raumcnrve projicirt. 
Andrerseits entspricht jeder der drei Verbindungsaehnen der 
drei Funkte ein jeder Punkt auf ihr. 

Betrachten wir ferner irgend eine Sehne der Curve, sie 
beisse s; ihr Treffpunkt mit unserer Ebene sei S. 

Dann befindet sicli unter den Flächen des Netzes |i* =: 
(2) ein Büschel von Flachen, die alle diese Sehne s ganz cnt- 
liiüten, mitbin ist der Punkt .5 der vierte Grundpunkt eines 
Kcgelschnittbüschels, dessen drei weitere Grundpnnkte in 
■d,, A^, A^ liegen. 

Nun entsprechen die Sehnen der Curve einmal nach der 
ersten (lint^aren) Verwandtschaft den Punkten der Ebene (und 
dann die Flächen des Netzes fi° ^ den Geraden der 
i£beD«J: andererseits eindeutig nach der i^weiten Verwandt- 
ichaft gleichfalls den Punkten der Ebene. 

Daher ist zwischen den Punkten der Ebene ein Entsprechen 
hergestellt, dos genau mit der zweiten Verwandtschaft äqui- 
Talent ist, so dass es genügt, diese Verwandtschaft in der 
£ b e o zn studiren. 

Diese ist aber offenbar eine quadratische, eiu-eindeutige, 
iavolutorische mit dem Fundamcntaldreieck A^ A^ A^, in der 
jeder Geraden ein Kegelschnitt durch die Ecken dieses Dreiecks, 

einem Punkte (als Ccntruni eines StrahlbUschcls) der vierte 
Baeiapnnkt eines hestimmten KegelschnittbUschels A . A^, A 
entspricht. 
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Wir werden weiter unten (worauf schon hingewiesen ist) 
leichter zeigen, dass diese quadratische Transformation in 
unserer Ebene sich dadurch näher bestimmt, dass der Schnitt- 
punkt der drei Ebenen der Curve (in Ä^^ Ä^, Ä^ (der ja in un- 
serer Ebene liegt) einer der vier (fest bleibeirden) Einheits- 
punkte der quadratischen Transformation ist. 

Dann giebt es immer einen bestimmten Kegelschnitt un- 
serer Ebene (der dann als Normkegelschnitt zu nehmen ist), 
der dem Dreieck A^ A^ A^ einbeschrieben ist und für den der 

eben bezeichnete Punkt derjenige ist, in dem sich beki^nntlich 
die drei Verbindungslinien der Punkte A mit den Berührungs- 
punkten der resp. gegenüberliegenden Seiten treffen. 

Dieser Kegelschnitt ist vermöge unserer quadratischen 
Transformation das Bild der Curve vierter Ordnung mit drei 
Spitzen in ^j, A^, A^^ die durch den Schnitt unserer Ebene mit 

der Tangen tenregelfläche der cubischen Kaumcurve erzeugt wird. 

§. 16. 
Die Covarianten einer binären cubischen Form f. 

34. Der analytische Ausdruck der eben erörterten qua- 
dratischen Transformation ergiebt sich aus Früherem unmittel- 
bar, andrerseits führt er uns zur Bedeutung der quadratischen 
(Hesse'schen) Covariante H der Form f: 

hl '12 
f f ' 

'21 '22 

Denn das durch die Normcurve gehende Flächennetz zweiter 
Ordnung war (cf. §. 15) dargestellt durch 

Legen wir also eine beliebige Ebene 

(3) «^ = 
ZU Grunde und nehmen drei ganz beliebige Linien in derselben 

(5) y, = 0, y, = 0, y„ = 
2U Geraden eines Coordinatendreiecks, so ist die fragliche 



(i)H= 
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Transformation in allgemeinster Weise gegeben 
durch 

(6) zy^ = Zx^ x^ — xl zy^ = 9^^ x^ — x^ x^, zy^ = ix^^ x^ — x\ 

wo zwischen den x die Relation (3) beste lit. 

Andrerseits aber hat bekanntlich die Form f die Eigen- 
schaft, auf eine Weise als lineare Combination von zwei Guben 
linearer Ausdrücke X — a, X — ß darstellbar zu sein, deren Wur- 
zeln diejenigen der Covariante H sind. 

Dies heisst aber offenbar (cf. §.17 Anhang) (cf. Sturm 
pg. 124): 

^Die Hesse'sche Covariante der Form (des 
Punktes)/* stellt vermöge ihrer Wurzeln das Ar- 
gumentenpaar der einen vom Punkte an die Norm- 
curve -ÄTjj gehenden Sehne dar." 

Diese Covariante lautet entwickelt : 

(7) // ^ X' (3^„ x^ - ^p - X (9a;, x^ -x^ x^) + (3a:, x^ - x*). 

Daraus folgt aber, nach dem letzten Satze und der Con- 
struktion voriger Nummer der mit dem eben noch angege- 
benen Ausdruck der quadratischen Transformation inhaltlich 
übereinstimmende Satz: 

jyVermöge irgend einer beliebig, aberfestge- 
gebenen linearen Relation zwischen denCoeffi- 
cienten von fyti = kann man immer drei aus 

ihnen linear zusammengesetzte Ausdrücke den Co- 
efficienten von H proportional setzen; dann ist 
dies derAusdruck für die (allgemeinste) quadra- 
tische Transformation in der Ebene w^ = 0." 

35. Eine ähnliche, aber näumliche eindeutige Transfor- 
•mation knüpft sich an die Covariante Q von f: 

f\ Q 



(8)<2 = 



^^ ^.i 



Vermöge der bekannten Eigenschaften von Q in Bezug 
auf /* und ^hat man sofort zunächst (cf. Sturm pg. 124): 
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^Construirt man auf der einen durch einen 
Punkt (/) gehenden Sehne (von JV^) den zum Punkte- 
paare der Curve und zum Ausgangspunkte har- 
monischen Punkt; so ist seine Darstellungs- 
form Q,^ 

Dadurch ist zwischen den Punkten des Raumes eine ein- 
deutige in volutorische Beziehung gegeben mit derFundamental- 
curve N^y denn nur fllr die Punkte dieser Curve wird die Be- 
ziehung unbestimmt. 

Dies ist aber bekanntlich derjenige spezielle Fall der- 
jenigen eindeutigen Raumtransforraation dritten Grades ^ die 
durch die in Bezug auf ein Flächennetz zweiter Ordnung con- 
jugirten Punktepaare bestimmt ist, wenn die Flächen des 
Netzes durch eine cubische Raumcurve gehen, d. h. wenn die 
Fundamentalcurve der Transformation (die im Allgemeinen die 
Kegelspitzencurve des Netzes ist) in die doppelt zählende cubi- 
sche Curve ausartet *). Man hat daher : 



*) Ein analoger Satz gilt für alle Normourven ungerader Ordnung. 
So erhält man, Yon der nächst höheren Art, den Normourven fünfter Ord- 
nung (im Räume von fünf Dimensionen) ausgehend: 

„Unterwirft man die Coefficienten zweier binären Formen 
fünfter Ordnung 

& 4 S 2 

a ^ [=:' a^X -|- 5 a^ X -|t lOa^ X -(- 10 a^ X -f- 5 a^ X -|- a, 
*X "^ ^0^^ + 6b^X* + 106^ X* + 10 Ö3 X* + 5 6^ X 4- b^ 

zwei beliebig aber fest gewählten linearen Relationen (mit 
den Coefficienten .t, resp. y) 

w^ = Uy = 

so reduciren sie sich auf zwei cubische Formen jP, ^, 
deren Gerade (Functionaldeterminante) ein- eindeutig in qua- 
dratischer Verwandtschaft der Combinant-Coyariante vierten 
Grades J der Formen a\^ b>, zugeordnet ist. Diese Form ist 
die Invariante y (cf. Salmon, Höhere Algebra Art. XIX) der Form 
flk + ^\ ^^^ ihre Wurzeln sind durch die Gleichungen be- 
stimmt : 
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„DiedurcL die inBezugaufdasFliichennetz 
zweiter Ordnuii;;; derNorincurveÄ''^conjiigirten 
Punktepuare beatimmte ein-ei ndeu tige involuto- 

he VerwnDdtst^haft dritten Gradea ist unmittelbar 
dargestellt duruh dierespective Proportion alitiit 
der Coofficienten von 



j:, X ^X^) 



mit deoen von Q : 






In der That Überzeugt man aich nucb diircli leiciite Heuh- 
Dung bei BenUtznngderGleichung(2) von der Richtigkeit dieses 
Satsea. 

Endlich ist ebenfalls bekannt, dase der durch sieben Raiim- 
ptinkte bestimmte achte, der mit iiineii die Grundpunkte eines 
Flüchen netz es zweiter Ordnung bildet, kein anderer tat als der 
irgend einem der sieben Punkte in obiger Transformation ent- 
■prochende, wenn man die FuQdanientiilcurvc dritter Ordnung 
durch die sechs andern bestimmt sein lässt. Wir können daher 
Stich so sagCD : 

gDie Punkte f und *? bilden mit jedem belie- 
bigen Punk tsextupcl der Normcurve die Grund- 
ukte eines Flächennetzea zweiter Ordnung." 



'4 + »1 '» + "a •» + "» 'i + "4 'o = '^ 
., + a^.^ + a, »^ -(- a^ I, + aj *„ = 

'* + ', "8 ^- ''i '» + '','i + h'« = ° 

DicM latilora Covirinntu /itsltl dann, wie leicht mit H&lft dm SatxBi 

>p. I, §. 3 %n oehon, dio einzige Quadriseksnlc «iner rationalen Curv« 

ler Ordnnng (im geofilinliäheu Uitiini] dar, deren .Scbaittpiinktforincn'' 

., t, lind, d. Ii> di« lu a., b. Bpolare Ünippe entblllt oina luvolnlion 

Inftar Otdiiitng mit dem festen Paklor J. 

Und Ähnlich mr die höheren Fülle. Icli liehalle mir var, undcrswo 
if diua oiliilauligcii Verwand Meli afteu uUlici' elnzuguiiuu. 
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Wie sich die sonstigen, von den Formen f, H, Q geltenden 
Sätze im Siinie unserer Theorie aussprechen, ist wesentlich so 
einfach, dass os tibergangen werden kann. 

Zur Vervollständigung mag noch der Satz bemerkt wer- 
den, der wie die obigen über H und Q nahezu evident ist : 

„Die In Variante (I)iscrimi nante) der Form /'(zu- 
gleich Discriminante von H) stellt unmittelbar, 
= gesetzt, d i e T a n g e n t e n r e g e 1 f 1 ä c h e der N o r m- 
curve in Punktcoordinateu dar.* 

In ähnlicher Weise gelingt die Interpretation der simul- 
taneii In- und Covarianten von mehreren quadratischen und 
cubischcn Formen ohne wesentliche Schwierigkeiten: sie mag 
übergangen werden, um nicht unsern Hauptzweck, die Ver- 
knüpfung der Apolarität mit den Normcurven, zu sehr aus 
dem Auge zu verlieren. 

Dagegen soll der schon in diesem Paragraphen evident 
hervortretende Zusammenhang der linearen Transfor- 
mationen auf der Normcurve mit den Collineationen 
des bezüglichen Raumes später im Allgemeinen be- 
sprochen werden. 

Dasselbe gilt von den Modificationen , die die fundamen- 
talen Eigenschaften der Normcurven bei irgend welchen 
Projektionen der Normcurven in niedrigere Räume erleiden, 
und die sich speziell für die cubischen Normcurven an die Er- 
örterungen des §. 14 anschliessen würden. Auch diese sollen 
an geeigneter Stelle im Zusammenhange besprochen werden. 

Bisher war die Theorie der cubischen Normcurve der des 
Normkegelschnitts wesentlich ähnlich : durch die nun folgende 
Berücksichtigung des neuen im Räume sich selbst dualistischen 
Elements, der Geraden, entfernt sie sich eine Zeit lang schein- 
bar von der Theorie der Ebene immer mehr, bis sich später; 
bei Gelegenheit der Apolaritätstheorie für die Kegelschnitte 
beide Theorien wieder vereinigen werden. Auf diese Wei^^ 
(die bei Betrachtung der höheren Normcurven immer wieder' 
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kehrt) wird das Princip , den ApolaritätsbegrifT in den Vorder- 
grund zu stellen , allmählich immer mehr seine Rechtfertigung 
finden. 

* §.17. 
Die Darstellung der Geraden mittelst der Normcurve. 

36. Auch in diesem Gebiet können wir uns auf das für 
das Folgende Nothwendigste beschi^nken und im Übrigen auf 
die Sturm' sehe Arbeit verweisen, deren Resultate t h e i 1 w e i s e 
hier recapitulirt werden , von deren Gang wir jedoch im Fol- 
genden öfters wesentlich abweichen. Auch eine Anzahl neuer 
Resultate wird sich dabei ergeben. 

Eine Gerade ist durch zwei Punkte x, y bestimmt : 

\f - ^0 ^* — ^1 '^^ + ^2 '^ — ^3 
(1) 3 2 

Da ein beliebiger Punkt der Geraden (und sonst kein 
Punkt des Raumes) durch a; -f- % gegeben ist, so folgt sofort 
der zum Satze der Ebene (§. 14) in zweiter Linie analoge Satz 
(cf. die erste Analogie §. 14): 

^Die (Schnitt-) Punkte der Ebenentripel einer 
aufNj(d. h. einer beliebigen Räume urve dritter 

Klasse) gegebenen Involution dritter Ordnung 
durchlaufen eineGerade und umgekehrt ist jede 
Gerade die Reihe der Punkte der Ebenentripel 
einer bestimmten Involution dritter Ordnung 
auf N. 

•S 

Dualistisch drehen sich die Ebenen der Punkt e- 
tripeleiner auf ^^ gegebenen Involution dritter 

Ordnung um eine Gerade und umgekehrt istjede 
Gerade die Axe der Ebenen der Puuktetripcl einer 
bestimmten Involution auf-^«.^ 

Daher ist es die nächste Aufgabe^ für die durch (1) ge- 
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gebene Gerade die zugehörige Involution ihres Ebenenbüschel:« 
zu finden. 

Es seien irgend zwei der Ebenen dieses Büschels 

(2) « = 0, «. = 

80 muss die gesuchte Involution die Form F -^ k^ ^ 
haben^ wo 

3 . o.. ^2 



W, U 

: 1 m 



(3) K- ^^ +3^^ +3u^^+^ 

Da aber bekanntlich die Axencoordiuaten der Geraden 
= (wv)j^ =z q^^ (Ij m = 0, 1, 2, 3) den Strahlen- 

X X 

coordinaten = (xy) = p proportional sind (und 

y, y^i 

zwar so, dass die Indices i, k^ l, m immer die vier Zahlen 
0, 1, 2, 3 in einer cyclischen Aufeinanderfolge sind), so haben 
wir den Satz : 

^Die beiden In volu tionen (1) (3) bilden immer 
dann die beiden Involutionen einer und der- 
selben (Geraden auf N^resp. N^ bezogen), wenn die 

Bedingungen 

(4) p (X y\^ = {uv\^ 
erfüllt sind und umgekehrt." 

In der That bilden ja nach dem ersten Capitel (§. 3) 
unter den Bedingungen (4) die Gleichungen (2) den Ersatz der 
Involutionsgleichungen (1): diese Gleichungen (2) gehen aber 
wieder durch Combination mit den Gleichungen der Normcurve 
N^ in (3) über. 

Beide Involutionen (1) (3) haben nach Capitel I §. 11 die- 
selben Combinanten und diese stellen offenbar, gleich Null 
gesetzt, die (im quaternären) Sinne invarianten Eigenschaften 
der zugehörigen Geraden in Bezug auf die Normcurve dar. 
Dies soll später noch genauer explicirt werden. 
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37. Daran knüpfe sich die Wiederaufnahme einer schon 
einmal behandelten Frage (cf. Cap. I §. 7 Nr. 17); nemlich der 
nach der Darstellung einer cubischen Raumcurve in Linienco- 
ordinaten. Damals handelte es sich darum^ zu zeigen, dass es 
genüge, diese Frage für die Normcurve zu lösen und dass es 
dann leicht sei, die bez. Formeln für eine beliebige andere 
cubische Raumcurve anzugeben. 

Hier wollen wir daher die Frage an der Hand der Norm- 
curve weiterführen mittelst gleichzeitigen Gebrauchs zu ein- 
ander dualistischer Formeln. 

Sollte, um dies aus Kap. I 1. c. kurz zu wiederholen, die 
Gerade (2) die Normcurve treffen, so musste die Resultante 
von F und O verschwinden. Diese war aber in der B^zout'schen 
Gestalt : 
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oder wegen der Relationen (4) (wo wir noch der Bequemlich- 
keit wegen den Faktor p = 1 setzen) : 

(6) B = - 27 p„, ^» + 3 !>„„ i,,; = - 27 R'. 



ff 



3' 



'siy Pfs 



Bei variabeln p^^ stellt daher J? = die Gleichung der Norm- 
curve d. h. ihres Treffgeradencomplexes in Axen- resp. Strahlen- 
coordinaten dar. 

Soll andrerseits eine Gerade (1) in einer Ebene der Curve 
liegen, so muss die Resultante von /, 9 verschwinden. Diese 
ist aber: 

W. Fr. Mejrer, ApokriUtt. 5 
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Poz> PaV Ptz 

P = stellt demnach bei variabelii p^^ den Complex der 

Geraden dar, die in den Ebenen der Curve liegen. 

Gehen wir jetzt auf die absoluten Werthe von It resp. P 
näher ein, so bemerken wir zunächst, dass der Ausdruck 22 
in P (abgesehen vom Zahlenfaktor 27) übergeht (und umg.) 

P 
durch Vertauschung der beiden Grössen p^^ und Jl, so dass sie 

3 
unter der Bedingung 

(8) 3 p^ - !>„ = 
coincidiren. 

Andrerseits ist aber die bilineare Invariante der Formen 
/*, cp (1) (ebenso wie die der Formen F^ O (3), abgesehen vom 
Zahlenfaktor 3) 

(9) {f^f = - {^,^3 _ ^f] (cf. Sturm pg. 123) 

so dass wir zunächst den Satz gewinnen : 

^Die den Complexen JK = 0, P = gemein- 
same Congruenz ist dieselbe wie die den Complexen 

E = (resp. P = 0); {f^f = gemeinsame und 
besteht aus den Strahlbüscheln der Punkte der 
Curve in ihren bezüglichen Ebenen." 

Der lineare Complex (/cp)' = aber ist, wie schon da- 
mals (Nr. 17) bewiesen , kein anderer als der zur Normcurve 
gehörige Nullcomplex, was übrigens auch aus dem Apolaritäts- 
Satze des §.14 sofort hervorgeht. 

Denn dieser sagt, in anderer Form ausgesprochen, aus, 
dass wenn zwei cubische binäre Formen apolar sind, die durch 
sie dargestellten Punkte von der Art sind, dass die NuU- 
complex-Ebene eines jeden auch durch den andern Punkt 
geht, so dass ihre Verbindungsgerade im Nullcomplexe sich 
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lelber conjugirt ist, d. b. sie ist eine Gerade des Couiplexes. 
)fCf. Ktiirra pg. 123.) 

38, Zu den beiden Ausdrücken R, P gelangea wir aber 
fiocli auf eine andere^^' Weise und gerade diese erlaubt es, eine 
Reihe wichtiger Bezieliuugen ku ermitteln. 

Eine Gerade (1) wird von vier Tangenten der Curve 
l^ctrotfen , von denen nur dann 2wei coinvidiren, wenn die 
Gerade entweder die Curve trifft oder in einer Ebene der 
'Curve liegt. Dies ist geometrisch evident. Mithin muss die 
miuante der biquadratisehen binären Form, deren Wur- 
zeln die Argnmeiitc jener vier Tangenten sind, die beiden 
Ausdrucke H, P ala Faktoren enthalten. Uu aber, wie gleich 
gezeigt wird, diese biquadratisuhe Form die {Jacobi'sohe) 
FunktionHldeterminanle der Formen f, tf und daher linear in 
den ^^1^ ist, so ist ihre Discriminante vom sechsten Grade in 
denselben und muss folglich (ubgesohen von einem Zahlen- 
fttktor) uuft dum Produkte It, P seibat bestehen. 

Den Zablenfaktor werden wir durch passende Specialisi- 
■ung ermitteln, die zugleich einen zweiten rechnerischen Be- 
weis des äatzes erlaubt. Haas die gesuchte biquiidratische 
Form (die Darstellungsform der vier Tangouten, die eine 
gegebene Gerade (1) resp, (ij) treffen) durch die Funktional- 
terminunle der Formen f, <p (oder auch F, ^) gegeben ist, 
Brgiobt sich sofort so : 

tioll von einem Punkte der Geraden (1) 

eine Tangente an die Curve gehen, so fallen von den drei an 
Curve gehenden Ebenen des Punktes zwei zusammen (und 
Umg.), d. b. es verschwinden die beiden Difforentialquotieuteii 
der Fonn f -\~ ktf (nach den beiden homogenen Variabelu ge- 
nommon) : 

d. b. die gesuchte Form ist 
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(cf. Sturm pg. 134). 

Mittelst ihrer beiden Invarianten i, j drückt sich bekannt- 
lich die Discriniinante einer biqüadratischen binären Form 
80 aus 

(12) D =%—&f^ 
In unserem Falle wird % (mif Benützung der Identität 
zwischen den p^^ : 

und 



(14)i = 6 



l'o.' 



'2' '2 



-P»o -Pos _|_ Pii\ 
2' '2 "^ 6j 

"1 — ;^» -A- I 



OS _i_Pii Pai 



6' 2 



i 2 ' 6 ' 2 
Wir machen jetzt die immer erlaubte *) Annahme , dass 



in(l) 
dann wird 



(15) x^=zy^z= 0, 



(16) i = IpL J = -l (pL + 2«'- « ) 



2 -^08' 



03 



*) Dies sieht man am einfachsten geometrisch ein. Denn wegen der 
Lage des Coordinatentetraeders zur Curvo y^ (cf. §.13 pg. 47) sagt die 

Bedingung (15) nur aus, dass unsere Gerade (1) in einer Ebene durch 
die Tangente „ <^'' liege. Legt man daher einer der vier Tangenten, 
die unsere Gerade treffen , das Argument od , sowie dem Restpunkt, den 
die zugehörige, zugleich durch die Gerade gehende Tangentenebene ans 
A3 ausschneidet, das Argument bei, so ist die Bedingung (17) erfiillt 

Dann vorschwinden in der biquadratischen Form J (11) die Coefficientea 

von X* und X. Dies Verfahren wird spKter mit Vortheil noch weiter aus- 
gedehnt. 



J 
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und es ergiebt sich einmal 

(17) i) = i' _ 6 / = — 2 pI^ |> J2>03 + p!o J 
andrerseits 
(18) YiB ±JYe = ^03 + ^Po3 + ^ P^o P23^ (uijter den 

Wurzeln die absoluten Wertbe verstanden); woraus wieder 
(17) hervorgeht. 

Endlich wird vermöge unserer Annahme 

~3' 



\Poi' i'jo' 



(19) R= — 



3 



" + 3 p.^ p,. = p^ p 



23 -^0«. 






P»X> 

Pto' 



'M 



03 



"o3 
Plt' Ps, 

P,s 



-^03 I -^20 -^23 



— 22) = B'P. = ^:? (cf. (6)). 



^03' ^31' 

and demnach endlich 
(20) 

Drücken wir noch die in I{,P vorkommenden p durch 

die Wurzeln der biquadratischen Form aus^ so haben die den 
Grundstock des Weiteren bildenden Formeln : 

(21) «0 =1^01^ ^ = '^POV ^ = 3i>0. +i^l2» ^3 = ^PW ^4 =P2Z> 

und mit Benützung der Identität zwischen den p^: 

(22) 3p„ = *? ± y^, p,, = 'i+y^ (<=f- Sturm pg. 134). 

Diese Ergebnisse fassen wir so zusammen (vgl. die Be- 
merkungen von Sturm pg. 135) 

3,Die Zerlegung der Discriminante einer all- 
gemeinen biquadratischen binären Form 

(12) D = i—6f 
in die beiden Faktoren 
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(18) (v^is -\.j yq) (\rin -JVe) . 

lässt sieb, abgesehen von der Quadratwurzel aus 

6i stets auf rationale Weise ausführen und zwar 

gehen diese Faktoren mittelst der durch die 

Gleichungen 

(21) (22) 

bestimmten jPjj^ in die Formen 

(19) B, P 
über. 

Diese letzteren sind die Resultanten von zwei 
Paaren cu bischer Formen, deren Gruppen (Invo- 
lutionen) zu einander conjugirt sind. 

Umgekehrt sind die Resultanten von irgend 
zwei Paaren cubischer Formen, deren Gruppen 
zu einander conjugirt sind, die Faktoren der 
Discriminanten ihrer (gemeinsamen) Funktional- 
de ter min an te.^ 

39. Da die Invariante i ( 1 3) das Quadrat von (f 9)^ ist, 
so haben wir auch den Satz (cf. Sturm pg. 137) : 

^Der (lineare) Nullcomplex der Norme urve 
istauch durch 

(23) t = 
dargestellt d. h. die vier Tangenten der Curve, 
die irgend eine Gerade des Complexes treffen, 
bilden ein aequianharmonisch es Quadrupel, und 
umgekehrt.*' 

40. Ehe wir die Formeln (21) (22) weiter verwenden, 
möge erst noch die Zerlegung der Discriminante einer biqua- 
dratischen binären Form nach einer andern Seite hin ergänzt 
werden. Sie beruht wesentlich darauf, dass wir die biqua- 
dratisehe Form als Hesse'sche Covariante einer andern biqua- 
dratischen Form ansehen. 

In der That giebt es bekanntlich nach Clebsch*-'») im All- 
gemeinen stets zwei Formen der Involution (3) F-}-k' <&, di^ 
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(3) 



die Dlfi'creiitialquotienten einer hiriuadratiaciieii Form B sind 

and zwar, wenn (homogen geBcIiricbeii) 

[F - : it^ i? -\- 3h^ XV -h 3m, X[i* + «^ n^ 
I* ._ i\ J.' -f- 3(1^ X'fJi H- Sr^ X[i* 4- "o [i* 

und die gesuchte Form 

(24) ßj ^ 6„ X*+ 46, X' IL + 6i, X* n* 4- 463 X\l' + 6^ jl* 

Bo wird (wie auch durch ganz einfache elementare Rechnung 

folgt) 

(25) B = F (aX + n«,) -J- O (ßX +|iß,) 



O pa ^ C, «g v\ — p«! =: Uj V^ v^ pP =: «^ k^ m^| — pp,^ '«, 

Dabei sind (2lj) aX -1-tiäe, ; ßX + |iß, 
Bwei lineare Covarianten von F, C» *). 

Dann folgt sofort, dass die Hesse'ache Form von B 



(27) H = 



wird. 






In derselben Weise giebt es zwei Formen der Involution 
(J )/'-(- /"tp, die die DilFerentiitlquotienten einer andern biqua- 
dratischen Form Ä sind. (Diese findet man §. 22.) 

Dann wird, wenn analog 

*) Dieae elelko. ^ gceelxt. iric man mit tliilTe dea Satz^ des 

|. 14 nnd aiu iiirer Bildung leicht fulgt, fulgenilei Punkiepanr der Curre 

Man lege idaaliBtiidi) durch dio Prmkte /, s die beidou Sehnen 

die Ciirto, sowii- durch dio Gerade (/, f) die heicien Ebenen, die diese 

tBvn rcsii. ent halten. Diese Ebenen üch neiden auaserdeni noch dai 

gcnucble I'unktrpaar BUH. Umgekehrt gehiirt, nie auch aus dem CUbsch'gchen 

Bat» folgt, BU einem beliebigen Piinktepnar der L'urrp, nenn auanerdem 

die Gerade (/, «) gegel>cn Ist, ein beglimmle« Punktcpiur /, & aaf der 

bMeren, du dlo Punkte de« «riten Pakre« tu den angegebeneu Cor«- 
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(28) ^ = /• (a'X + v.a\) + 9 (ß'X -|- jiß',) 
die Hesse'sche Form von Ä 

A A \ I a' a' I 
(29)3-= •>": = ! /'J- 

90 dass wir den Satz gewonnen haben : 

jEine gegebene Form vierten Grades (11) cT'kann 
(wie bekannt) auf doppelte Weise als Hesse'sche 
Form von zwei anderen bi quadratischen Formen -4, B 
angesehen werden, und zwar mittelst der Gleich- 
ungen (21) (22) (24) bis (29). Zunächst erscheint die 
gegebene Form J als Functionaldeterminante von 
zwei cubischen Formenpaaren 

deren Gruppen einander conjugirt sind. In jeder 
dieser Gruppen giebt es zwei Formen, die die Dif- 
ferentialquotienten einer biquadratischenForm sind; 
diese beiden letzteren sind dann die Formen Ay J8.^ 
Man kann diesen Satz auch folgen derm^issen aussprechen : 
„Die zur Involution dritter Ordnung der 
ersten Polaren einer biquadratischen binären 
Form conjugirte Involution enthält die beiden 
ersten Differentialquotienten einer andern bi- 
quadratischen Form, deren Hesse'sche Form 
identisch ist mit d er Hesse'sche n Form der ge- 
gebenen Form.^ 

41. Man kann sich aber auch bei Untersuchung der Dis- 
criminante von «/auf eine der Involutionen (1) (3) beschränken. 
Die beiden Faktoren der Discriminante sagten durch ihr Ver- 
schwinden aus, dass eine Gerade (J) die Curve N^ trifft, resp. 

in einer Ebene von N^ liegt. 

Im ersten Falle aber verschwindet die Resultante der 
Formen jP, O (3), im andern giebt es eine Form der Gruppe 
F -|- Ä'O, die dritte Potenz eines linearen Ausdrucks ist. Das 
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In der That folgt 
IIB der Theorie der 



1*" Potenz (eines 
eine Wurzel der 



Umgekehrte gilt vou der Gruppe (1), 
dies ja auch aus dem einfachsten Satze **' ai 
coiijugirlen bbären Fonnea: 

„Ist eine Form n"" Grades zu eiuer 
linearen Ausdrucks (X — x) apolar, so ist i 
ersten Form und umgekehrt." 

Wir k'inaeu daher auch sagen: 

pDie Faktoren derDiscriminnnte vou /sind 
für jede der Involutioucn (I) f -+- hg\ (3) F + k'<b 
ein mal die Resultante, andrerseits die linke Seite 
der Bedingung, dass eine Form der Involution 
die dritte Potenz (eines linearen Ausdrucks) ist.' 

In dieser Form lassen sich die Sfitze der Nummern 38 bis 
4 1 auf Involutionen beliebiger Ordnung ausdehnen , was 
später bei Gelegenheit der Involutionen vierter Ordnung aus- 
geführt werden soll. 

42. Die weitere Untersuchung knüpft an die Gleichungen 
(11) (21) (22) an. Zunächst liegt in ihnen der wichtige 8atz: 

5 Die Form (11) ist die Darstellungaform einer 

bnliebigen Geraden (und zugleich ihrer imNull- 

complcx conjugirten) im Räume: ihre Coordi- 

atenbestimmen sich aus ilen Wurzeln der Form 

li«ch(21)(22).'' 

Fallen alle Wurzeln der Form zusammen, so wird die 
dargestellte Gerade (und nur dann) zur Tangente der Curve. 
Eine solche ist also *) repräsentirt durch (mit Wiedereinführung 
des Proportioualitätsfaktors) 

(3ü)p/>jj = l, pp|^;=2X,p;)(|j^X ,PP|^=:3X ,pPjg = 2X ,pp^^=:X . 
(Cf. Sturm pg. 134.) 

•) Dfo GIpichangon (3Ü) kann man natilrlicb »ach direkt aus dar 
Gleicliiing der Normcucvo mit Hülfe dos far nll« mtiDii&len Curven gel- 
lenden CI»bMh'«chen Verrabrene *') erhallen, oder auch Sue den Oleichongen 
SS), die gltichfalla «ich direkt leiobt ergebeo, 
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Da zwei Gerade p^^j q^^ sich bekanntlich unter der Be- 
dingung treffen 

(31) 2i>u, g^ = 

80 drückt die Gleichung 

(ll)J=0 
nichts anderes aus, als dass die Gerade p^^ eine Tangente X 

der Curve trifft, mithin, da J" für vier Wer the verschwindet, 
dass die Gerade vier Tangenten der Curve trifft, wie es 
sein muss. 

Schliesslich gelangen wir auch von (21) (22) zur Gleichung 
einer Sehne (Axe) der Curve. Seien die Argumente irgend 
zweier Punkte der Curve a, ß und die bez. homogenen sym- 
metrischen Funktionen a^, a^, a^, so haben wir: 





Sehne) RP,, - oj, pp^ = o^a^ pp^^ = o^a^, pi»„ = a] 


J2) 


Axe) Pi)„ - a*, pi>,, _ a,Oo, Pi>„ — 0,0,, pp„ = a\ 




oder: xg,, = 0*, Tg,^ = a^o,, t?,^ = 5,a„ TJ„ = (^,; 


Sehne) pp^^ = 3a,o, pp^ = "^^ „ '»'» 



Axe) pp^^ = (a^ — a^a^), pp^^ = a^a^ 
l oder : xq^^ = (a\ — a^a,), zq^^ = a^o^. 

43. Hieran reiht sich unmittelbar die fUr das Folgende 
wichtige Untersuchung der Sehnen (Axen) der Normcurve, 
die einem allgemeinen linearen Complexe angehören. Diese 
Sehnen (nebst den Axen) liegen bekanntlich **> auf einer Re- 
gelfläche vierter Ordnung und Klasae, die die Normcurve zur 
Doppelcurve besitzt. Da diese Fläche schon zur Gentige unter- 
sucht ist, so soll es sich hier nur darum handeln, die nöthigen 
Grundformeln aufzustellen. 

Ein allgemeiner linearer Complex ist dargestellt durch : 

(33) SSi»., g^ = (i, k,l,m = 0, 1, 2, 3) 
WO die p Liniencoordinaten , die q aber ganz beliebige Coeffi- 
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iienteti sind. Diesem gehört irgend eine Sehne (3.') unter der 
Bedingung an: 

oder iiauh den Potenzen und Produkten von 9 geordnet: 

Wahrend also (cf. §. 15) eine lineare Relation zwischen 
den 1 die Geraden einer Regelschaar zweiter Ordnung liefert, 
«0 haben wir den brauchbaren Satz •*' : 

„Eine aligcmeine Relation zweiten Grades 

sehen den Bjmine triechen Funktionen Sj lie- 
fert alle Hehuen, die einem bestimmten linearen 
Complex angehören und umg-ekehr t" *). 

Gerade also wie man damals die Gleichung der der Geraden 
w(, Og + m, <j, -4- m„ o,, = 
entsprechenden Fläche zweiter Ordnung durch die Substitutionen 

erhielt, so geht hier durch dieselben Substitutionen die Gleich- 
ung (35) in die der Regelflilehe über •*), die der Ort aller 

') VertsoBoht man fwio ruh (32) hervorgeUl) in (34) (35) Ss^a^ 
B>ii(()! — a„ o.j oder, nae damit avqiilvftlent ist, 3 j.« mit '/^^, bo rognl- 
'tirt diu Giaioliiing für die (Argamentcnpiiare der) Axpn der Ciirvci die 

Complex (33^ nngeh&icn nnd daher nach dorn Clebsch-CKylcjr 'sehen 
.Ihti mit den Schaen {3b) auf durselben Re^clilUuhe liogeD (cf. Salmon, 
Kaiimgeumittriti pg. 438]- Die Uleicliiing doraelbon in Kbenoncoarilinaten 
ergiebt sich gani ebenso, wie dio in riinktcoonliuateD, mittclbt der Ent- 
vielclungen de« j. Ib. Geiil man, aUll von den KiiirBglolchiingen (82i 

I vuD der Dantcllungiirorni (11) aua, so lieferl die Bedingung dea 
Cumpkxea <33) das Produkt der beiden Qloicbungcn für die dem Com- 
pl«xe KngebürigEn Sehnen nnd Axen der Curve. 

**) Man sielit dies noch deutliebcr mit Hülfe der Bedeutung der Co- 
Tariantc H tüxiet cnbiacheu Form / {§. IR) ein, 

Dean i» diese, wenn 
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Sehnen des linearen Complexes (33) ist. (Cf. Salmon, Raum- 
geometrie pg. 436.) 

Dem linearen Complexe gehören speciell vier Tangenten 
der Normeurve an , die sich aus (35) ergeben , wenn rawi die 
Argumente a, ß, aus denen die a^ gebildet sind; gleich X setzt: 

(37) X\, - 2 X\, + X* (g„ + 3qJ-2X q^, + q„ = 0- 

Dies ist aber die Gleichung (11) «7"= 0, nur dass hier 
statt der CoefBcienten p die q stehen; wir wollen sie daher 
jetzt mit J' = bezeichnen. 

Dividirt man daher die Gleichung des Complexes durch 
^01' wie auch die Gleichung (37), so erkennt man, dass die ein- 
fach unendliche Schaar von Complexen, die alle dieselben 
Tangenten (37) enthalten; durch die Relation 

(38) ?^ + - •»= const. = S^ oder g,, + 3 ?„ - S,q„, = 

verbunden sind. Alle übrigen q, dividirt durch q^^, sind fest 

und zwar die bezüglichen elementar-symmetrischen Funktionen 
der vier Wurzeln von (37). 

Die Gleichung (38) ist ersetzbar durch folgende: 

(39)'" = 4* + 3,i, 3^-=§--3tt 

wo p. ein variabler Parameter ist. 

Daher sind alle linearen Complexe, die dieselben vier 
Tangenten (37) tT z=iQ mit der Curvc gemein haben, in der 
Form enthalten : 



/-^XqX —x^X +x^X^x^, 

den Wcrth hat -fiT == X* (3 rr^ aj^ — «*) — X (9 a:^ «3 — a?^ «,) -4- (3«^ «j — «*) 

und das Punktepaar (der Ciirve) auf der durch den Punkt / gehenden 
Sehne darstellt, so braucht man nur die CoefÜcienten von H für die a^ 

in (34) einzusetzen » um alle Punkte / (d. h, mit den Coordinaten x.) un- 
serer Regelfläche zu erhalten. 



(40) {{ 
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oder wenn man für S^ wieder seinen Werth — ** einsetzt 

Nun ist aber der erste Theil dieser Gleichung (der von 
p, frei ist) nichts anderes als die bilineare Invariante der 
Formen : 

( 1 1) ./=!,„ X* - 2 p^ X' + X* (3 j,„ +1,.,) - 2 X i,,3 +i,„ 

(37) J' = g„ X* _ 2 g,, x' + x" (3 g^+g,,) _ 2X g„-|-g,, 

während der Faktor von |i, = gesetzt, den Nullcomplex der 
Curve darstellt *). 

Mithin ist die allen Coinplexen der zum Quadrupel tT ge- 
hörigen Schaar gemeinsame Congruenz dieselbe, wie die diesen 
beiden speciellen Complexen gemeine. 

Um diese zu finden, beweist man den wichtigen Satz: 

„Soll eine Gerade des Geradenpaares (e/) (d. h. 
des Paares, das die vier Tangenten J^ trifft) 
eine Gerade des Geradenpaares («T) treffen, wo 
«7, J"' irgend zwei zu einander ajJoZare Quadrupel 
sind, so ist dies nur so möglich, dass eine der 
beiden Invarianten i, i' verschwindet, d. h. wenn 
dieGeraden wenigstens eines Paares coincidiren. 
Dann aber trifft diese eine Gerade beide desan- 
dern Paares.*' 



*) Dieser ist noch insofern ein ausgezeichneter Complex der Schaar 
(40), als er nicht nur die vier Tangenten J"* = 0, sondern alle Tangenten 
der Carve enthält. (Cf. im übrigen §. 19.) 
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In der That ist ja die Apolaritätsbedingung fürcT", «T durch 
das Verschwinden des ersten Theiles der Gleichung (40) aus- 
gedrückt : 

Soll diese mit der Bedingung des Schneidens einer Ge- 
raden p und einer Geraden g identisch sein^ so muss der 
letzte Term: 

(42) _ = p^ q^^ _|_ p^^ q^^ 

sein, d. h. es findet die Bedingung: 

(43) (3 p,3 - p^^) (3 q^ - g„) = 

statt: mithin muss eine der beiden Invarianten i, i' ver- 
schwinden *). 

Verschwindet aber i, so trifft dann offenbar die Gerade p 

I 

jede der beiden Geraden g. 

Damit ist der angegebene Satz bewiesen. 

Dann aber verschwindet Gleichung (40) für jeden Werth 
von |x und wir haben zunächst: 

5jDie Directricen der allen linearen Complexen, 
die dieselben vier Tangenten der Curve ent- 
halten, gemeinsamen Co 11 gruenz sind die beiden 
Treff geraden des Tang entenquadrupels.* 

Insbesondere gilt dieser Satz für den Complex 

(41) (JJ-)* = 
in folgender Weise (cf. Sturm pg. 142), wenn wir mittelst der 
homogenen symmetrischen Funktionen Xj der Wurzeln von 

J' = die Gleichung (41) so schreiben: 



*) Es geht dies auch so hervor. Eine Gerade des GeradenpAares {J) 
trifft eine solche des Paares (T) (wo aber jetzt •/, J^ ganz beliebig seien) 

unter der Bedingung (wie man leicht ausrechnet): (wenn {Jf) die bili- 

neare Invariante von J, J* bezeichnet) (J7') = ii\ Versohwindet also eine 
Seite dieser Gleichung, so auch die andere. 
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llt einen linenren (Joinplex dar, dessen mit 
dem NuMcomplex der Curve gemeinasme Cou- 
nenz zu Dircctricen die beiJen Treffgeraden 
des TaugentenquadnipelH 

(44) aj_ - o„ -(- 4 o, X + G Oj X" + 4 ff;, x' -1- «^ X* 
besitzt. 

Die Linien der Congruenz sind die (einzigen) 
T r e f f g eraden aller zu «.apolaren und aeqiiinii- 
barnionischen Tangentenquadrupel." 

Aus Gleichung (41) folgt weiter inimittelbar , düss alle 
Geraden p, die dem Conjplex (JJ') =: geniigen, die Treff- 
geradenpaare aller zu .7' apolaren Tangentenquadrupel sind, 
d'ias wir den eben aufgeführten Satz uoeh in der Art er- 
gänze» können, dnaa wir sagen: 

bD ie G leichnng o, = (die j a nach Kap. I, g, 5 
■ lle zun apolaren Quadrupel darstellt) ergiebt 
vermöge alter W erth Systeme Xj, die ihr genügen, 
die dreifach unendliche zuSj^ apolare Tangen ten- 
quadrupelschaar, deren Treffgeraden die Ge- 
raden des zugehörigen linenren Com plexes sind." 

Verschwindet im Specicilen die Invariante i von a., so 

Bat d.i8 Tangenten quadrupel (o ) selbst nur eine Treffgerade 

il diese wird nach dem aus den Gleichungen (41) (42) (43) 

sligeleiteien Salze von allen TreÖ'geradeupuaren der zu a, apo- 

lajen Quadrupel getroffen d. h. : 

,D er lineare Comp lex 
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(431 «, = 

wird dann (und nur dann} zum apeciellen, wenn 
das Tangentcnquadrnpel aequian harmonisch ist 
und daher nur eine Treffgerade (die Axe dea 
speciellen Complexea) besitzt." 

Die Ableitung weiterer hervorragender Eigeuschaften de« 
Complexea «, := aol! dem uächaten AbBchnitt vorbelialten 
bleiben, der eine eingebende Discussion dieser Gleichung (in» 
Apolaritrttssinue) enthält 

Im ijbrigen sehe man nach bei Sturm, der auch eine 
Interpretation der Covarianten von a. mit diesem Coinplexe 
verknüpft, auf die wir gleit-bfiille noch genauer zurückkommen. 

44. Dieser Abschnitt über die Normcurven soll einen vor- 
läufigen AbschhisB erhalten durch einen Satz, der ebenfalls 
später zu weiterer Verwerthung herangezogen wird und theil- 
weise von Sturm (I. c. pg. 139) herrührt. Er bildet eine na- 
mittelbare Anwendung dea letzten Satzes. Zu diesem gclang^j 
man, wenn man die fundamentale Eigenschaft der Darstellungi 
form (11) der Geraden, dass ihre Coefficienten vermöge d< 
Gleichungen (21) (22) die beideu Treffgeraden des Tangenlea^^ 
Quadrupels (11) darstellen, auf eine Involution vierter Ordni 

(45) a* + A6* = 
überträgt, und nach Kap. I, §. 3 diese Involution ersetzt dui 
das Gleichungasysteni (mit der dort eingeführten Abkürzunj 

(4ß) a, = 0, ß^ = 0, Y, = 0, 
wo die aus den Formen «,, ß , f zusammengesetzte Gruppe 
die zur Involution (45) conjugirte Gruppe ist, und wo alle den 
Gleichungen (46) genügenden Werthsysteme .«, die Wiirzi 
Systeme aller Gleichungen (45) repräiseotiren. Daraus folgt 
Hülfe der Entwicklungen der letzten Nummer sogleich: 

„Die Treffgeradenpaare aller Tangenten' 
quadrupel (45) eiuer Involution vierter Ord^un 
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Kin anderer Beweis dieser SKtne, der zugleich zur Be- 
deutung der andern auf der Fläclie zweiler Ordnung liegenden 
Kcgelschnar führt, fllhrt sich so ••) : 

Jeder der beiden linearen t'omplexe 
(47)a, = 0, 6, =0 
hat mit dem Nulloomplex der (Jurve eine Coiignionz gemein, 
deren Directricen die Treffgeraden paare der Tangentenqua- 
drupcl a. resp. h. sind; mithin inUt<aeu alle Geraden, die dieseii 
beiden Cotnplexen mit dem Nullcomplex gemein sind, beide 
Oenulenpaarc (a. ) {b. ) treffen. Da es aber ihrer unendlich 
Tiole sein müssen, so troffen sie alle diese beiden Gentdenpaare 
und bilden nuinit diejenige Regclechaar einer so bestimmten 
in»che zweiter ürdnnng, der jene beiden Geradenpnare nicht 
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die Treffgeradenpaare einer Tangentenin vo- 
lution vierter Ord nun g 

(45) at -f. Ä ftj = 

bestimmten Fläche zweiter Ordnung liegen, sind 

dargestellt; einmal durch diedrei linearen 
Coniplexe 

(46) « =0, ß. = 0,Y. = 0, 

andrerseits durch die drei anderen: 

(48) a = 0, 6. = 0, t = (oder 3p^ - p„ = 0).« 

Nun giebt es, wie bekannt, sechs Quadrupel der Involution 
(45) der Form 

WO die a die sechs (durch die Fuuktionaldeterminante von 
a^, ix dargestellten) Doppelelemente der Involution sind. 

Diese sechs Tangenten - Quadrupel stellen die einzigen 
der Involution dar, fUr die zwei Tangenten sich (auf einem 
Punkte der Curve) treffen und (zugleich) in einer Ebene (der 
Curve) liegen. 

Die beiden Treffgeraden der vier Tangenten a, a, ß, y 
sind daher einmal eine Gerade, die durch den Punkt a der 
Curve geht, andrerseits eine solche, die in der Ebene a der 
Curve liegt. Und da bekanntlich jede Ebene durch eine 
Gerade einer Flache zweiter Ordnung eine (Tangential-) Ebene 
der Fläche ist, so haben wir für unsere Involution den dritten 
Satz: 

^Die durch eine Involution vierter Ordnung 
(45) bestimmte Fläche zweiter Ordnung trifft die 
Curve ^g in sechs [^unkten, deren Ebenen zugleich 

die derFläche (als Klassen fläche) mit derCurve 
(N ) gemeinsamen Ebenen sind.* 

Und mit Hülfe des später zu erweisenden Satzes, dasa 
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es 5 InvultitiDneii vierter OrdtHing mit deiiBelben (aecha) 
n<i[ij>i'lelcmcnten gicbt. folgt liifir : 

„Durch irgend sechs Raum punkte gehen fünf 
Fiiichen zweiter Ordnung der Art, dasa ihre 
Tangentialebenen in den Punkten immer dieselben 
sind und zwar die Ebenen der diireh die sechs 
Hu n k t e bestiai in t en c ubischeii lianincurvc." 

Mithin sind diese ftinf Flächen einmal in der Form ' 
(i = 1, . . . 5) \ f^ + ^, /j +■ K /s 4- \, /. = 0, 
nnd zugleich in der andern: 

i^^ F^ -\- 1^_ 7-; -h ;„ f\ -(- /„ F^ = 

diirstellliar, wo die f^ := I) vier Flächen zweiter Ordnung 
mit Hechs gemeinschaftlichen Pnnkten und die F^ = Q vier 
Fliivhen ^.weiter Classe mit sechs gemeinschaftlichen Tangen- 
tialebenen sind. 

Auf die Figenschaften der Involalionen vierter Ordnung 

[ auf cubiachen Kanmciirven im Weiteren können wir erst nach 
Vennehrung unsfrer Hülfamittel von anderer Seite her des 

[ Genaueren eingehen. Es hat ja audi dieser Abschnitt nur 

I den Zweck, mit den elementarsten Grundeigensehuf teo der 
Normcurven bekannt »« machen, um *a einen Untergrund tür 
die folgeiulen, gana allmiihlich verwickelter werdenden Unter- 

I Buchungen tlber die Apolurität zu gewinnen. 

Zum Schluss soll nocli einmitl daran erinnert werden, 

[ dasa uUe Formeln dieses Abschnittes mittelst des Kap. I §. 7 
dargelegten Verfahrens auf einen belicbigeu Kegelschnitt resp. 
lubische Kaumeiirve (d. h, genauer, die auf ein belle- 
liges UoordinatODsystem be/ngen sind) übertragen 

I werden können. 

Die nächsten Almchnitte entwickeln einige Hiilfsfurmeln 
für die einfachsten Fälle, dass ein (sonst) beliebiger Kegel- 
schnitt zum Normkegelschnitte, resp. eine (sonst) beliebige 
Fliehe sweiter Ordnung zur cubisclien Normcurve upolar ist, 
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was wiederum genügen wird, die allgemeinen Formeln deut- 
lich hervortreten zu lassen. Diese Hülfsformeln führen dann 
von selbst zur Betrachtung der invarianten (Apolaritäts-) Eigen- 
schaften der binären Formen vierten und sechsten Grades. 



Abschnitt IL 

Die binäre biquadratische Form und ihre Apolaritäts- 
Verhältnisse auf den Normcurven zweiter, dritter und 

vierter Ordnung. 

§17 
Der Normkegelsclmitt. 

45. Nach Reye ^^ heissen zwei Kegelschnitte (1) 

(zu einander) apolar^ wenn ihre bilineare Invariante ver- 
schwindet d. h. wenn 

(2) (accf - SSa,,^ a,^ - «-^ a^ + «,, a„ -h «^ «„ 

+ 2a a -4- 2a.- a -4— 2a a ^ 0, 

und zur genaueren Unterscheidung führt er weiter die Be- 
nennung ein: 

^I)er (< )rdnu ngs) Kegel seh nitt a i=z stützt 

(trägt) in diesem Falle den (Klassen-) Kegelschnitt 

w^ = 0: umgekehrt stützt sich dann (ruht) der 

letztere aufden (dem) ersteren.^ 

Dann giebt es bekanntlich, wie zuerst Hesse ") gefunden^ 
ein und damit (einfach) unendlich viele Polardreiecke von 

a^ = 0, die w^ = wm-, und (dualistisch) zugleich unend- 
lich viele Polardreiecke von ui = 0, die a* z= einbe- 

a / X 

schrieben sind. 
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Machen wir (durch Coordinatentransforraation) den Elassen- 
kegelschnitt w* = zum Nonnkegelschnitt N^ (§. 12) 

(3) w, w^ - w* = 0, 
so geht die Bedingung (2) in die einfachere über: 

(4) %, = a^,. 
Desgleichen ergiebt sich in dem entsprechenden Falle, dass der 
Ordnungskegelschnitt a^ = zum Normkegelschnitt N^ (cf. 
ebenda) 

(5) 4x^x^-x\ = 
gewählt wird, die Bedingung (2) in der Form 

(6) H« = «u- 
Wir fassen dies in dem Satze zusammen : 
^Unter der Bedingung a^g = a^j trägt derOrd- 

nungskegelschiiitt a* = den Normkegelschuitt 
Nj und unter der Bedingung 4a^jj = a^^ ruht der 

Klassenkegelschnitt w^ = auf dem Normkegel- 
schuitt N^.^ 

In der Regel machen wir nur vom ersten Theile dieses 
Satzes Gebrauch. 

46. Sehen wir jetzt, wie sich die Bedingung für ein in 

Bezug auf den Kegelschnitt a = conjugirtes Punktepaar 

modificirt, falls derselbe die Forderung erfüllt, 
den Normkegelschnitt Nj zu tragen. 

Irgend ein in Bezug auf a* = conjugirtes Puuktepaar 

(x) (y) ist dargestellt durch 

(7) a^ay ^x^ {a^ y^ + a^^ y^ + a,, y,) + x^ (a^^ y^ 

+ «11 Vi + «12 y») + ^^ («20 ^0 + «21 Vi + «22 y%) = 0. 

Mit Anwendung des letzten Satzes und unter dement- 
sprechender Einführung der Bezeichnungen : 

(^) «00 = «O' «Ol = «l' «02 = «U = «2» «12 = «3' «22 = «4 
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(sodass allgemein a^^ = a j^ wird) 

gewinnt die Bedingung (3) die übersichtlichere Form: 

(9) a, a^ :=. x^ (a^ y^ + «^ y^ + a^ y,) + x^ {a^ y^ + a^ y^ 

+ «, 2/^) + ^, (»2 ^0 + s ^1 + ^4 y^) = 9- 

Mit Rücksicht auf den Fundainentalsatz des §. 12 setzen wir: 

x^ X y y 

(10) -* = aß, -^ = a-»-ß;^ = r8, --i = r + 8 

wo a, ß rcsp. y, 5 die Argumente der vom Punkte x resp. y 
an Nj gehenden Taugenten seien. Wir bezeichnen daher die 

Punkte auch durch (a,ß) resp. (y, 5). 

Führen wir endlich noch die homogenen symmetrischen 
Funktionen äj (i = 0; . . . 4) der vier Werthe a, ß, y, 8 ein, 

so dass 

(11) J = a + ß + r + 8, ^^ = aß + ar.., 

so nimmt die Gleichung (7) (cf. Nr. 21) unter der festgesetzten 
Apolaritätsbedingung die endgiltige Gestalt an : 

(12) a^ a^ i-f a^ - a^ s^ +«^5,4- a^ s,, + «3 ^s+ ^4 ^4 = ^ 

was wir durch den Satz hervorheben wollen : 

^Tr«ägt der Kegelschnitt a* = den Norm- 
kegelschnitt Ng, so istirgendeinin Be^sugaufden 

ersteren conj ugirtes Punctepaar (a, ß) (y, 5) durch 
die Gleichung (12) dargestellt^ und umgekehrt 
jjist die Gleichung (12) durch ein Werthsystera 
«; ß, r^ 5 befriedigt, so sind (a, ß) (y, 5); (a, y) (ß, S); 
(a, 5) (ß, y) drei solche conjugirte Punktepaare*^ 
oder kürzer: ^d i e Glcic hu n g (12) stellt die (drei- 
fach) unendliche Seh aar von N umschriebenen 
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Polvier Seiten dos x\t N^apolaren K egelsclmi tta 
a' = Odar." 

47, Dieser ht/Aa Hatz möge zuuSclist durcli citiiKP Zu- 
sätze des Näliereu iUiistn'rt werden. Er atelit nemlich in 
engster Beziebiiiig zu dem Russe' ach cii Satze **>: 

„'Aa (twei in IJeaug auf irgend einen Kegel- 
scbnitt i;o tijugirteii Pii ii ktepaaren gehört stets 
ein drittes, das mit jenen die CJ egenecken eines 
vol I stnndigen Vierseits bildet." 

Man wird auf die Existenz eines derartigen Satzes und 
ähnlicher durch eine Überlegung geführt, die uns noch öfters 
von Nutsen adu wird, 

Bezeichnet, wie oben, u a ^ die Bedingung fUr ein 
in Bezug auf irgend einen Kegelscdinitt a := Ü i;onjugir'te8 
Funktepaar, so wird durch zwei solche beliebig angenommene 



'aare mindestens noch 
Relation von der Form 
{13)<t, o, a ■ 



c i n weitereB bestinimt. 






sUtt hat, wo die k ('onstante und (x^ y^ {x^ y^) die beiden 
gegebenen Paare sind, und zwar muss dieselbe, wenn ein 
drittes Punktepuar durch die beiden ersten allein, unabhängig 
von dem gewählten Kegelschnitt, bestimmt sein soll, in Bezug 
auf die ttj!^ identisch erfüllt sein. 

In der That verschwindet ja das dritte Glied der Relation 
(13), sobald dies die beiden ersten thun, und zur Bestimmung 
der ü Unbekannten (der Coordinaten der Punkte C-^^) {y^ nebst 
Ava VerhiiltDJsaeu der Ic) sind die eiford er liehen sechs Gleich- 
ungen vorbanden. 

Zu dem 8atze selbst und seinem Beweise gelangt man 
sogleich durch Einfuhrung des ApolarilätsbegrifFes mit Be- 
nützung der einfachen Entwicklungen der beiden vorigen 
Mommern, 
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Deun die beiden beliebig angenommenen Punktepaare be- 
stimmen ein Vierseit; dem man eine Schaar von Klassenkegel- 
schnitten einbeschreiben kann. Unter ihnen befindet sich 
immer einer und nur einer, der gemäss der Bedingung (2) 
auf irgend einem beliebig, aber fest angenommenen {Ord- 

« 

nungs) Kegelschnitte ruht, woraus, wenn man diesen Klassen- 
kegelschnitt zum Normkegelschnitt N^ macht, der letzte Satz 

der vorigen Nummer und dann't der Hesse'schc Satz folgt, 
da ja die Lage des letzteren Kegelschnitts von der des Vierseits 
ganz unabiiängig ist. 

Umgekehrt führt aber wieder der (auf irgend eine andere 
Art jetzt als bewiesen anzunehmende) Hesse'sche Satz auf den 
letzten Satz der vorigen Nummer. 

Denn sollen schon durch ein irgendwie gegebenes con- 
jugirtes Tunktepaar weitere bestimmt sein, sodass sich die 
Identität (13) auf die Form 

(14) a a -4- A: a a =0 

reducirt, so muss zwischen den Coefficienten a^^ irgend eine 

lineare Relation herrschen. Denn nur dann reduciren sich die 
sechs in dieser Identität enthaltenen Gleichungen auf fünf, die 
erforderlich sind, um die fünf jetzt vorhandenen Unbekannten 
(die Coordinaten der Punkte (x^) (y^) nebst k) zu berechnen. 

Eine solche lineare Relation (2) sagt aber aus, dass der 
Kegelschnitt a* = zu einem andern w^ = apolar ist, wo- 
raus, wenn man den letzteren zum Normkegelschnitt N macht, 
der gewünschte Satz folgt. 

48. An den Satz der Nummer 40 knüpft sich nun eine 
ganze Reihe von Beziehungen, die in einzelnen Sätzen fest- 
gelegt werden sollen. 

Zunächst spricht er sich , da der Normkegelschnitt N , 

abgesehen von der ihm auferlegten Apolaritätsbedingung ganz 
beliebig ist, auch so aus : 
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a) „Wenn ein Kegelachuitt f einen iinilerii 
f trägt, so giebt es (rl reil'acli) iiiieii d Hell viele 
dem letzteren uniBcliriebene Polvierseite de« 
crsteren (und reciprok ("drei facli) «neiidlicli viele 
dem ersteren einbeBchriebeni; Polvierocke dea 
Iclütereu)." 

ß) „Uutcrdieaeu Vieraeiteii(Vieiockeii)giebt 
speclcll eine (einfach) uneiidlidhe Scbanr von 
■ olclien, fUr die eine Seite (Ecke) unbeBtinimt 
wird. Dies aiud (cf. No. 45, 50) die Hesae'schen 
Poldreiaeite (Poldreieoke).' 

f) „lat irgend ein Piinktepaar(a', i/)conjiigirt 

Be:iU(^ auf den Kegelachnitt /*), ao sind ea 

auch die beiden andern Paare (-^i ,'/,) (-^^j y,) die 

it dein ersten die drei PaareOege necken eines 

Taugen tenvierseita des Kegelachnitts tp bilden." 

Setzt man in der Gleichung des Kegelschnitta (1) a := U 
mit Benutzung der Bezeichnungen (8) (10) a ^ ß ^ X, bo ge- 
langt man zur Gleichung für die Schnittpunkte desaelben mit 
Nornik egelschnitt (N^ ^ N^) (d. h. genauer zur (Jleichung 
■der Argumente derselben auf N^y. 
(Ifi) o^ ^ «1 - o„ + 4«, X + 6 a^ X"* + 4 „^ X" + «^ X* = 

Diea geht auB 

(12) ». = 
dnrcli Gleiehsetaen aller vier Argumente ct,p,f,5: ^ X hervor. 

Dann ist aber nach Frilberem jedes der Gleichung (12) 
genügende Quadrupel (s^) zum Quadrupel (15 1 apolar und um- 
gekehrt stellt (12) alle zu (15) apolaren Quadrupel dar. Man 
bat daher : 

•) ViHi jatit itli m&ge, fall» es nicht besundare wanschtiisworih cr- 
■diciiil, die diMltnisobo HSiße der BlktEc unterdrückt werden. 
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5) jjüie den cp umschriebeneu Pol vierseiteu 
von f (auf 9) zugehörigen (Argumenten-) Qua- 
drupel sind sämmtlich apolar zum Schuittpunkt- 
quadrupel beider Kegelschnitte (d. h. zum Qua- 
drupel ihrer Argumente auff). Umgekehrt sind 
alle zu dem letzteren Quadrupel apolaren die (Ar- 
gumenten-) Quadrupel jener Tangentenvierseite 
von <f^ oder mit der früher eingeführten (Rosanes'- 
sehen) Bezeichnung: 

„Die zum Schnittpunktquadrupel (/cp) (auf f 
betrachtet) conjngirte Gruppe bildet (vermöge 
der ihr zugehörigen Tangeuten von 9) die 
sUmmtlichen cp umschriebenen Polvierseite von /*. 

Um auszudrücken, dass auch umgekehrt die Gleichung 
(12) durch (15) eindeutig bestimmt ist, sprechen wir den ein- 
fachen, aber öfters als Hilfssatz dienenden Satz aus: 

e) „Unter dem Kegelschnittbüschel, das seine 
Grundpunkte (15) auf f liegen hat, befindet 
sich ein und nur ein Kegelschnitt, der f trägt 
Von diesem gelten dann die 8 «ätze (a)(ß)(Y)(8)''. 

Die Form (15) kann auch nach Nr. 26 .ersetzt werden durch 
die ganze ihr conjugirte Gruppe, die von der Form ist 

(16) Xj 9,(X) -I- x^ (p,(X) + X3 (p,(X) -{- x^ <p^(X) = 

Diese ist sehr leicht vermöge der Wurzeln von (15) darzu- 
stellen. 

Denn da, wenn (X — X^) ein Faktor von a«, die Form 

4 
(X — X J zu a. apolar ist (nach dem Rosanes'schen Fundamental- 
satz), so geht (16), wenn die Wurzeln von (15) mit X^ X^, X^, X^ 
bezeichnet werden, sofort über in die andere Form 

(17) V, (X-X,)* -I- V, (X-X,)* + V, (X-X,)* +v^(X-XJ* = 0. 

Umgekehrt kann man stets von vier ganz beliebigen bi- 
cjuadratischen Formen cp^(X), <p,(X), ?3(X), cp^(X) ausgehen, dann 
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ist immer eine Form (12) a^ resp. (15) a. bestimmt und zwar 

ergiebt sieh aus dem Verfahren des §. 3 ohne Weiteres , dass 
die Coefficienten a den respectiven vierreihigen Determinanten 
des Coefficientensysteras der cp,(X) proportional sind. Geome- 
trisch heisst dies für uns jetzt: 

Q ^Irgend vier einem Kegelschnitt 9 umschrie- 
bene Vierseite bestimmen einen zu cp apolaren 
Kegelschnitt f {der dann aus (f das zu jenen vier 
Quadrupelnapolare ausschneidet und); dessen Pol- 
vierseite sie sind.** . 

Da nach Satz (e) durch eine biquadratische Form (15) 
a. auf (p ein einziger zu (f apolarer Kegelschnitt f bestimmt ist; 

mithin ein einziges Quadrupel auf (f, dessen Tangenten zu- 
gleic . Tangenten von f sind ; dessen Lage also von der Para- 
metervertheilung auf 9 ganz unabhängig ist; so ist dies eine 
Covariante vierten Grades von a. d. h. da es nur eine solche 

giebt, deren Hesse'sche Form H, 

Man überzeugt sich auch direkt durch leichte Rechnung 
davon. Denn man erhält das gesuchte gemeinsame Tangenten- 
quadrupel (/cp) d. h. seine Argumente auf (p, wenn man <p als 
Normkegelschnitt N^ wählt; durch Combination der Parameter- 
gleichung für Nj (§. 12): 

2 

(18) TWj = 1, TWj = — X; XU^=iX 

mit der Klassengleichung von f, die bekanntlich lautet (mit 
Rücksicht auf (8)): 



(19) u\ EE 



a a a u ^ 

a a a u [ 
1 2 3 1' ^ 

% «3 «4 \ 
«0 «, ", 1 



»Iso durch die Gleichung; 
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a.. a, a. A ( .4 , 3 



(leren rechte Seite bekanntlich H ist **). 

7]) ^Das gemeinsame Tangentenquadrupel zweier 
apolaren Kegelschnitte f, <f ist auf rp durch die 
Messe's che Form des gemeinsamen Punktquadru- 
pels derselben (auff betrachtet) dargestellt (und 
reciprok das gemeinsame Punktquadrupel auf/" 
durch die Hesse'sche Form des gemeinsameD 
Tangen tenquadrup eis (auf/* gerechnet)).* 

Daraus ist umgekehrt sofort ersichtlich (Nr. 40) wie es stets 
zwei binäre biquadratischc Formen giebt, die eine andere ge- 
gebene solche Form zur Hesse'schen Covariante haben, denn 
unter der Schaar von Kegelschnitten, die mit 9 vier feste 
Tangenten gemein haben, giebt es zwei, die (f tragen , und die 
man vermöge Einsetzung der Bedingung (2) resp. (4) in die 
Gleichung der Schaar (in Punktcoordinaten) erhält. 

49. Wir kommen jetzt zum wichtigsten Satze, der zeigt, 
wie die Bedingung der Apolarität zweier binärer biquadra- 
tischer Formen (von der Gestalt (15)): 

(21) a{, l{ 

d. i. (22) (ab)" =r 
sich unmittelbar in die ternäre Apolaritätsbedingung zweier 
den Formen (21) entsprechender Kegelschnitte verwandelt. 

Wir gelangen dazu, wenn wir ausser dem bisher be- 
trachteten Kegelschnitt f (unter der Bedingung (8)) 

(23) al = 

der den Normkegelschnitt N^ trägt und aus ihm als N das 

Punktquadrupel 
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(23) aj = 

aussclineidet, noch den Klaasenkegelschnitt $: 

(24) Mß» = 

ins Auge fassen, der auf dem Nonnkegelschnitt N^ ruht und 

mit ihm (als N^) das Tangenten quadrupel 

(24)' ftj = 

gemein hat. 

Die erste dem Kegelschnitt <I> auferlegte Bedingung lautet 
nach (6) : 

(25) 4 ß^ = ß„ 
d. h. es hat O die Form : 

(24)«ß, - ßo,«*+ 2ß,«,«, + 2ß^(v«.+2M!)+2ß..«,«,+ß«":=0 
oder, wenn wir analog den Gleichungen (8) 

(25) ß., = ß,^, 
setzen, die andere : 

(26)«;- ß««;+2ß.«„«*, + 2ß^(t*,«,4.2M;;)+2ß,«,«^+ßX. 
Um das mit N^ gemeinsame Tangentenqiiadrupel zu er- 
halten, combiniren wir (26) mit 

(27) xu^ = 1, TWj = — X, xu^ = X\ 
und finden für das gesuchte Quadrupel (auf N^^) : 

(28) ß^ . ß^ X* - 2 ß. X* + 6 ß^ / - 2 ß, X + ß, = 

4 

Soll nun nach der zweiten Bedingung für <I> ^-^ identisch 

mit (24) b-j^ sein, so bestimmen sich die Coefficienten ß aus den 

h in folgender Art: 

(29) Tß. = b^, xß. = - 2 b^^ tß, = b^, Tß, = -26„Tß, = 6., 

SO dass sich die Originalbedingung für die beiden binären For- 
men a. , b. jetzt so schreibt : 
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(22) (ab)* = a„ ß„ + 2 a. ß, + 6 a, ß,-f 2 a^ß, + a,ß^=0. 

Andrerseits ist dies aber die Apolaritätsbediogung für die 
beiden Kegelseimitte f, <I> wegen der Bedingungen 
(8) (25) a,, ^ a. , ,, ß,, = ß. ,. 

Damit ist der oben angedeutete Satz in folgender Weise 
gewonnen : 

ij) ^Wenn ein Kegelschnitt K einen Kegel- 
schnitt O stutzt und zugleich auf einem audera 
Kegelschnitt f ruht, und sind ausserdem fnni^ 
apolar zu einander, so sind auch die beiden 
Quadrupel auf K, die den Schnittpunkten mit^ 
resp. den Tangenten mit O zugehören, apolarund 
umgekehrt,^ oder in anderer Fassung: 

ij) jySindaufiTirgend zweiQuadrupelgegeben^ 

so geht (cf. ^e*) durch das eine Quadrupel ein ein- 
ziger Kegelschnitt /*, der if stützt, und die Tan- 
genten desandern Quadrupels sind zugleich Tan- 
genten eines einzigen Kegelschnitts <l>, der auf 
JSTruht.« 

^Sind dann die beiden Quadrupel apolar, so 
auch die Kegelschnitte/', <I> und umgekehrt.* 

(P^benso gehört reciprok zum ersten Quadrupel 
ein Kegelschnitt Oj, undzum zweiten ein anderer 

f^j fürdie danndasselbegilt.) 

Was aber von irgend einem zu a^ apolaren Quadrupel 

6) gilt, gilt dann auch von der ganzen zua^conjugirten 

Gruppe. Machen wir Gebrauch von der einfachen Abkürzung: 
^Zu einem Quadrupel auf einem Kegelschnitt gehört 
irgend ein Kegelschnitt /*, wenn er durch die Punkte des 
Quadrupels geht, und gehört irgend ein Kegelschnitt O wenn er 
die Tangenten des Quadrupels zu Tangenten hat,* so können 
wir der gemeinten Erweiterung folgende, für uns wichtige, 
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Ge&lalt gt^bei) (in Her der Satz, wie überhaupt alles, wiis dieser 
Abscbuitt biß jetzt behuiiilelt hat. worunter uuch insbesoinlere 
ler Sjilz T,. einer Vernlltfemeinerung iiuf Riiutne beliebig hoher 
Dimension fUbig ist, die später zur Sprache kommen t^oll): 

k) „Wenn ein Kegelnehnitt f einen aii'lcrii <f 
t, so gehört zur ganzen (dreifach unend- 
lichen) Sehaar von T an ge n te ü vi eraei ten von f, 
die PoIviefBeitevou /sind, eine (drei fach unend- 
he) Scbnar von Kegelschnitten, die alle i\ui' f 
il (f ruhen. 

Jedem Viere eil gehurt ei« solcher Kegel- 
inilt zf] und umgekehrt. Andrerseits ist diese 
Kcgelachnittnchartr anch die vollständige auf/ 
tili f ruhende Seh aar. 

Ueci prük gehurt zur gani^en (d rei f auh une mi- 

ichen) Suhaar von Punkt Viereck en von f, die 

1 Vierecke von ip sind, die (dreifach inietid- 

hej Schnar von K egelacbn ittcn , die f und -^ 

• tQtücn." 

Eine weitere Verwerthiing dieaer Sätze (i) (x) wird bei 
d<r Theorie der Involution vierten Grades ihre Stelle finden, 
50. Wir gehen jetsl über v.nr uüheren Erkliirung des 
'£I)iUu» (ß), der den ^Liaummeiihang der Hesse'acben Poldrei- 
Bcitc mit unsern Polvieraeiten betrifft. Die Uauptgleichung 
,(12) «^ ^ für die N^ uinachricbenen Polvierseite von /"kann 
tan ancb, getniiAS der allgerneitieii Zerlegung (Nr. 21) in der 
'orm schreiben : 

(3«j («0 "„ + «, a, + «^ a, + a^ a^] 
+ X^ {(i| a^, -\- a^ fi^ -\- a^^ a^ •\- a o^") = 
je die a die boraogenen symmetrischen Fnuktionen der drei 
,rginuenle X^ X^ X^ seien. (Wir schreiben jetat bequemer 
,, ),,, X^. X^ anstatt der früheren a, ß, f» ^0 

Jm allgemeinen kann man von einem Taugenteovieraeit 



(31) 
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von Ng resp. (cp), das Polvierseit von /"ist, drei Tangenten be- 
liebig annehmen, dann ist die vierte eindeutig bestimmt^ wie 
(30) zeigt. 

Bilden aber die drei Geraden (X^ X^ X^) mit jeder 

andern Tangente von N^ ein Polvierseit von /*, so bilden sie 
bekanntlich ein Poldreieck von f. 

Da dann X^ unbestimmt werden muss , so sind die 
(Hesse'schen) N^ umschriebenen Poldreiecke von / dargestellt 
durch : 

*^ 1 1 "^ 2 2 "^ a 8 — 1 

et o -4- Ä o -I— (i o -+- CL o =: =^ ^ 

1 "^ 2 1 "^ 8 2 "^ 4 8 — V — -tij 

Die linken Seiten dieser Gleichungen sind nach §. 5 die dritten 

üeberschiebungen der ersten Differentialquotienten von ä^ mit 

der variabeln cubischen Form (die das Poldreieck d. h. seine 
Seiten als Tangenten von N^ darstellt). Daher können wir 

mit Rücksicht auf die Darstellung conjugirter Gruppen (§. 4, 5) 
die Formel (31) so in Worte fassen : 

(ß') „Die (einfach) unendlich vielen 9 u ra- 
se hriebenen Poldreiseite vonfy die in Folge der 
Äpolaritätvon/*undf nach Hesse existireu, sind 
hinsichtlich ihrer Argumente auf <p dargestellt 
durch die In vol u ti on dritten Grades, die conju- 
girt ist zur Involution der ersten Polaren der- 
jenigen biquadratischen Form, die die Schnitt- 
punkte {f ^) auf^ darstellt.^ 

Diese Tangententripel auf <p sind dann selbst wieder die 

Polaren einer andern biquadratischeu Form aj^, deren Pankt- 

quadrupel (nach Nr. 40 und (>j)) ein Kegelschnitt f zugehört, 
der cp trägt und dieselben vier Taugenten wie f mit ihm 
gemein hat. 

Umgekehrt kann man (§. 17) anstatt von der Form a^^ 
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reap. a-j^ von einer ganz beliebigen Involution dritten Grados 
auf 7 ausgehen. Denn zu ihr gehört eine ganz beHttirimte 
bi quadratische Form a^, deren Polareninvolution die gegebene 
iat (und deren Fuitktioaaldeti!i-niiau.nte die Uesae'ache Form 
von ax ist). 

Dies liefert den (beltiiniiteu)'*'8atz, der hier ula Spezialfall 
Ton (Z) auftritt: 

C) nlf'Eßf^ zwei einem Kegelschnitt cp utn- 
scliriebene Dreiseite sind Poldreiseite eines be- 
stimmten zweiten ip stützenden Kegelschnitts/'. 
Dann giebt ea eine ganze (einfach unendliche) 
Schuar (Involution) von solchen qj umschrieb enon 
Poldreiseiten von/." 

51, Die Vergleich uiig dieses Satzes mit dem andern 
gleichfalls bekannten: 

X\ , Durch die Ecken zweier einem Kegel- 
schnitt !pnm seh rieben enDreiaeite geht ein ganz 
bestimmter zweiter Kegelschnitt H. Danngiebt 
es eine ganze {einfach unendliche) Schaar (In- 
volution) von cp umachrieheneu Dreisei teu, deren 
Kckcnaufll liegen.« 

■wiril den Ausgangspunkt einer ausgedehnten Tiieoric bilden, 
deren erste Elemente hier bei der Theoriu der biqiiadratiächen 
bioSren Form auftreten, 

Heben wir zunücbst, wie dioaer Satz (X) aus der Betrach- 
taug der Form 

(12) a^ — 
flteast. Diese konnte durch die beiden Gleichungen 

(31) Ä^ = 0, vl^ = 
ersetül werden, denn umgekehrt ISsst sich ans diesen wieder 
a Kuaammenaetzeu. Die Gleichungen (31) lassen sich, wenn 
man auf sie den Prozesa, durch den a — in die Form 
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(32) 



(30) Ä^ + X^Ä^ = 
überging, noch einmal anwendet, auch so schreiben : 

A^K^o+ «2^1 + «3^2) + ^3K%+ %\ + «4^ ^^ 

.^21 + ^3 A« 

(wo die T aus den j.wei Argumenten 1^ X^ gebildet sind), die 
durch Elimination von X^ in die eine Gleichung übergeben : 



(33) 



A 
A. 



11 



"12 



H* = 0. 



"21 22, 

Dann stellt jedes Werthsystem X^ X^ (d. h. x^), das dieser Glei- 
chung H = genügt, zugleich ein solches dar, das auch die 
Gleichungen (31) befriedigt. 

Damit ist mit Rücksicht auf die Bemerkung, die dem 
Satze (Q voranging, der Satz (X) bewiesen und zugleich iu 
Beziehung zum Satze (t^') gesetzt, die sich so formulirt: 

X') ^Der Kegelschnitt H, der nach Satz (X) durch 
die Ecken der nach Satz (Q cp umschriebenen 
Poldreiseite vouf geht (wo/'und cp apolarsind) 
ist durch (33) dargestellt.^ 

Und da für X^ = X^ = X die linke Seite von (33) in die 

Hesse'sche Form // von (15) a{ übergeht, andrerseits aber 

dieser Process das Quadrupel der Schnittpunkte des Kegel- 
schnitts H mit dem Normkegelschnitt liefert, so resultirt daraus 
mit Benützung des Satzes rj der weitere Satz : 

|i) „Trägt ein Kegelschnitt f einen andern 9, 
so geht durch die auf cp liegenden Berührungs- 
punkte der gemeinsamen Tangenten von f und cp 
derjenige Kegelschnitt H, dem alle cp umschrie- 
beneu Poldreiseite von f einbeschrieben sind.*^ 

Gehen wir, um die Natur der Gleichung (33) besser zu 
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erkennen; von einer beliebigen Involution dritten Grades 
^\ "1" ^y\ (^^ n^ich dem Früheren erlaubt ist) aus ; wo 

deren Wurzelsysteme dargestellt sind durch (cf. §. 3) 

wo die X, y mit den u, v durch die Relationen verknüpft sind : 

(36) {xy\^ = {uv)^ (i, k, l, m = 0, 1, 2, 3) oder^?^^ = q^, 

so erscheint H^ jetzt in der Form (in der wir es als H^ be- 
zeichnen) : 

(37) H' - ''"" *" + "* *> "^ "* **' "> *» + "«*! + "» *: 

Soll daher irgend ein Kegelschnitt 

(38) kl - Jc^ol + 2 \^ o^o^ + ... 

in die Form (37) gebracht werden können, so ergiebt sich 
durch Proportionalsetzen der Coefficienten und Anwendung 
der zwischen den q geltenden Relation 

(39) «Ol «M + «02 «31 + «03 «1» = 

für die k die Bedingung'^): 

(40) *^ K, - 4 *„ i., + Ä.;(2 Ä,, + ä;.,) = 0. 
Man kann daher auch so sagen : 

v) „Kann man die Coefficienten eines Kegel- 
schnitts (38) als Liniencoordinaten auffassen, 
in der Weise, dassman setzen darf: 

(41) l*" *"" ^ ^''' ^^ *'' ~ ^''' ""^^ ~ ^''' 

so giebt es ein (und damit unendlich viele) Drei- 
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ecke, die deuiNormkegelachiiittNgUm- und dem 
Kegelschnitt (38) eiiibesctirlebeDsIud." 

Daher gelieii durch ein gegebenes Puiiktr|Uadrupel Jl 
auf iV zwei solcher Kegelschnitte; die respectiven Dreiecke 
Bind Poldreiccke von zwei audern Kegelschnitten, die N^ 
stützen und N^ in den resp. Quadrupeln a^^, nj^ treffen, deren 
Hesae'ache Form beidemal i/^ ist (cf. (|i)). 

Wir kommen auf die Relation (40) noch einmal zariick 
bei der Betrachtung der biquadratiachen Form auf den cubi- 
schen Raum- (Norm-)Curven , und werden dort sehen, dass 
unter der Öehaar linearer Complexe (cf. Nr. 43), die dieaclben 
vier Tangenten (H) der Curve gemein haben , die beiden 
Coraplexe (40) die der Scbaar angehtlrigen speziellen sind. 

In der That iat der Kegel&ehnitt Hj durch die Involution 
(34) auf N^ gerade so bestimmt, wie die Gerade (die Axe den 
speziellen linearen Complexea) durch dieselbe Involution auf I 
N, (cf. Nr. 36). 



§. 18. 
Die canonische Form der Kegelschnitte F and H. 

52. Wir gelangen jetzt zur Theorie der canonischen 
Formen der beiden mit eiueni Gruudkegelachnitt 9 in der an- 
gegebenen Weise verknüpfteu KegeUcbnitte f und H nnd 
werden dabei erkeuuen, was wieder als Ausgangspunkt viel 
ausgedehnterer Untersuchungen ersclieineu wird, dass die ge- 
wähuliche auf unsere Sätze der vorigen Nummern bcstlg- 
licbe canonische Form Jener Kegelschnitte geradeztil 
identisch ist mit der gewöhnlichen canonischen Form eiuer ] 
biquadratiachen binäreu Form (und zwar unserer Grand- ' 
form a-)) reap. ihrer dadurch bestimmten llesse'schen. 

Zu diesem Zwecke leiten wir vorerst zwei Hauptformeln ] 
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ab, die für das Folgende (dieses Abschnitts) genügen werden. 
Diese entspringen der Frage : 

j, Welche Form nimmt die Gleichung der Kegel- 

9 9 

schnitte f {a^ und H (HJ an, wenn die Grundform 

a* als Summe von vierten Potenzen auftritt?* 

I. Die Gleichung des ersten Kegelschnitts war : 
(41) a\ = a^ (a, a, + a^ a^ + a, a^) + a, (a^ a^ + a^ a, 

+ «8 ^2) + ^2 K ^0 + »3 ^1 + «4 ^2) = 
wo die Klammerfaktoren aus den zweiten DifFerentialquo- 
tienten von ay durch Polarisation nach X^, X^ entstehen. 

Ist nun 

(42) ax - Sv, (X + «/ - f 

SO werden die zweiten Differentialquotienten (durch die Zahl 
12 dividirt gedacht) : 

(43) /•„ - Sv. (X + «/ /•,, -_ Sv. «, (X + a,)* 

/•„e;Sv,<(X + «.)», 

mithin wird, wenn man zur Abkürzung setzt: 

(44) A, - a^ + a^ a, + a^ a* 

die Forma* (41) jetzt nacheinander folgende: 

(45) 4 = a, S(v, A.) 4- a. S (V, a. A,) + a„ S(v, af A,) 

= Sv,A,(a, + a,«,4-a,a;) = Sv.A«, 



(46) H», - 



IL Die Qleichang des zweiten Kegelschnitts war : 

also nach der Entwicklung von I : 

S (V, A.), S (V, «, A,)i 

^ ^ "' ^ S (v,«,A,), S (V. «f AO, 
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oder Dach leichter Rechnung : 

(48) H* = S S (V, V, A, A, («, - «,)». 

i k 

53. Wenden wir diese Ergebnisse auf die N^ (9) um- 
schriebenen Polvierseite und Poldreiseite von f an. 

Benützen wir den schon öfters herangezogenen Hülfssatz : 

jjSind die Formen a\ und 1)\ apolar , und seien ihre 

Wurzeln resp. a^, ß^ (i = 1, . . 4), so ist sowohl (und nur 

dann) 

1-4 - 

a^ in der Form 12 a^ (X — a^) als 



i=4 



h{ in der Form S 6, (X— ß/ 

darstellbar'' oder in anderer Fassung: 

„Soll a^ in der Form S a (X — a) darstellbar sein, so 

1=1 

müssen die a^ der Gleichung a = genügen und umg.* 
so können wir sagen : 

Oj) „Der den Normkegelschnitt stützende 

und aus ihm das Quadrupel a^ ausschneidende 
Kegelschnittfist immer in der Form 

(45)' a\ = I S V, Af - T V, (a, + ä, a, + a, af)» 

darstellbar, wo die aj irgend ein Wer th quadrupel 
der Ng umschriebenen Polvierseite von f dar- 
stellen.* 

Oder, da die A^ ^ gesetzt, die Geraden dieses Polvier- 

seits selber vorstellen : 

Oj) „Der einen Kegelschnitt cp stützende Kegel- 
schnitt f nimmt, auf irgend eines seiner 9 um- 
schriebenen Polvierseite bezogen, die Form 
(45)' an.« 



Die Reye*8che Apolarltät und die Normcurven. 103 

Umgekehrt kann man von irgend einem der sechsfach un- 
endlich vielen Polvierseite eines beliebigen Kegelschnitts f 
ausgehen ; durch dieses ist (p eindeutig bestimmt und damit 
die Gleichung (45)'. 

Nun ist aber bekanntlich irgend ein Kegelschnitt fy auf 
eines seiner Polvierseite y^ = 0, . . . ^^ = bezogen, stets in 

die Form zu bringen : 

(49) S^i, y\ = 0. 

Man gelangt daher, von dieser Form rückwärts aus- 
gehend, falls man 9 zum Normkegelschnitt macht, wieder zur 

Form a*. 

Entsprechend geht der zweite Kegelschnitt H, bezogen 
auf die Polvierseite von f, in die Form über : 

(48)' *fT(v.v,A.A, («,-«,)») 

i— 1 k— 1 

Diese Form wird örst von Interesse, wenn wir, wie 
gleich geschehen wird, als specielle Polvierseite von /"die Pol- 
dreiseite in's Auge fassen. 

54. Bleiben von den Grössen a^, aus deren vierten Po- 
tenzen sich a^ linear zusammensetzt, drei fest, während die 

vierte unbestimmt wird, so kann man die letztere gleich 
der Variabein X nehmen und erhält dann : 

(50) a\ - 's a,(X -«,)*. 

i— 1 

Diese Tripel a^ erfüllen dann nach Nr. 50 die Relationen 

(31) ^^ = 0, ^, = 

d. h. sie sind die Tripel der N^ umschriebenen Poldreiseite 
von f. 

Dann nehmen, auf ein solches Dreiseit bezogen , die 
Kegelschnitte /*, H die Formen au : 



(51) 



j-a\': S v,Af= S v.(a,4-a,«, + a,«^* = 



<«.-«,)* . («.-«/ . («-«.)' 
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1—3 , i-s 

S v.A*- S 

l ^8 8 1 1 2 2 J 

woraus die geometrische Eigenschaft des zweiten Kegelschnitts, 
den N^ umschriebenen Poldreiseiten von /"umschrieben zu sein, 

in die Augen springt. 

Damit ist aber wieder die Umkehrung des ganzen Ver- 
fahrens in folgender Weise ermöglicht. 

7w) I. Zwei Kegelschnitte cp und /"mögen in der Beziehung 
stehen , dass es ein <p umschriebenes Poldreiseit von f giebt. 
Dann ist. die Gleichung von /", wenn y^ = 0, y^^ = 0, y^ = 
die Seiten des Dreiseits sind , immer in die Form zu bringen : 

(52) f n, y\ + Ji, y* + ft, y\ = 0. 

(Ist cp mit dem Dreiseit gegeben, so stellt (52) bei varia- 
beln |x die ganze Schaar der zugehörigen Kegelschnitte f dar.) 

Ist dann auf cp ein Parameter ausgebreitet und seien 
a^ a^, a^ die Argumente der Seiten des Dreiseits (oder, wenn 

man will, ihrer Berührungspunkte auf 9), so trifft /'den 
Kegelschnittcp in den Punkten 

(53) a{ - fi^ (X — a,)* 4- [x^ (X — a,)* + jx, (X — tt^. 

Des Weiteren stützt f den Kegelschnitt 9, und zwar 
ergiebt a = *) die Argumente der Quadrupel der 

cp umschriebenen Polvierseite von /"; -4^ =: 0, -4 =r 

die der Tripel der cp umschriebenen Poldreiaeite 
von /* etc. etc. 

*) Und zwar nimmt a^ dann, wenn wir mit Aj(9) (51) bexeiohnen, 
dasB A| in den a geschrieben ist, die einfache Eorm an: 

a, .-^ S V, A,{a) A,(t) = 

wo die a aus \^ \^ die t aus \^ X., und die (links stehenden) # aus 
^1 ^3 ^j» ^4 gebildet sind. 
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ir) II. Zwei Kegelschnitte cp und H mögen in der Be- 
ziehung stehen, dass es eincpum- und /"einbeschriebenes Dreieck 
giebt. Dann lässt sich, wenn ^r^ =0, jer^ = 0, -sr^ = die Seiten 

des Dreiecks sind, f immer in die Form bringen : 

K K V'' 
(54) -i -f -? -f -^ = 0. 

(Ist 9 mit dem Dreiseit gegeben , so stellt (54) bei vari- 
abeln |x' die ganze Schaar der zugehörigen Kegelschnitte 

H dar.) 

Sind ßj die Argumente der drei Seiten ^j (als Tangenten 

von 9) so trifft H den Kegelschnitt cp in den 

Punkten: 

f I I 

. |X^ |X^ |X^ 

Das Dreiseit ist dann zugleich Poldreiseit eines 
zweiten Kegelschnitts /^: 

WO die M mit den |i' durch die Relationen ver- 
knüpft sind: 

(57) Pf^. = — M- • 

Dann lässt sich wieder derSatzI. anwenden, 
undzwarsind dann alle Poldreiseite von /*, diecp 
umschrieben sind, zugleich H einbeschrieben 

etc. etc. 

Damit ist denn in der That die gegenseitige Zurück- 
führbarkeit der canonischen Formen der Kegelschnitte (52) 
(54) auf die bezüglichen der biquadratischen Form (50) und 
ihrer Hesse'schen (55) und umg. dargethan. 

55. Daran schliesst sich nun unmittelbar die Bedeutung 

der Invariante j der biquadratischen Form af. Denn diese In- 
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Variante verschwindet bekanntlieb y wenn es möglich sein soll; 
at^ als Summe von zwei vierten Potenzen darzustellen. 

Dies geht in der That aus der Zusammensetzung der Form 
a sofort hervor. Denn soll es ein Werthepaar OL^jOL^i^^ geben, 

das mit jedem Werthepaar X^, \^ (a^) ein a^ = befriedigendes 

Quadrupel ergiebt, so müssen in der Gleichung 

die drei Klammerfaktoren verschwinden, was (flir ein be- 
stimmtes Werthepaar) unter der Bedingung 

(58) j =!aj a^ agj = stattfindet. 

d d d \ 

Dann bilden a^, a^ auch mit jedem Werthe X ein den 

Gleichungen 

(31) ^. = 0, ^, =. 

genügendes Tripel, so dass es erlaubt ist, in der Form (50) 

(50)a^ = Saj(X~aj)* 

a^ gleich X zu nehmen, wodurch sich die erste Seite redu- 
cirt auf: 

(59) a^ (X— a/ + a^ (X-a,)* = o^ 

p) jpDann zerfällt, wie aus (51) ersichtlich, der Kegel- 
schnitt / in die beiden Geraden 

(60) Y^, A + K»2 A = 0, K«, A - V% ^ = 

sowje der Kegelschnitt H in die beiden ändern 

(61) A^ = 0, A, = 0« 
Das erstere geht auch daraus sofort hervor, dass j mit der 
Determinante des Kegelschnitts a^ identisch ist. 

Andrerseits sind dann die vier Wurzelwerthe von o^ har- 
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moniech zu einander, etwn (X \^) au (X^ XJ. Diiis geht auch 
aus (60) mit Hülfe dea Fuudamontalsatzes der Nro.31 hervor, 
Dena aus ibin leuchtet ein, daas die Geraden ((iO) in Bezug 
auf deo Kegelschnitt N^ (f) conjugirt sind, d. h. daes ihre 
Schnittpunlctepaare mit dein»!c]ben zti einander harmonisch 
liegen, zugleich aber auch, dam das zu den beiden Ge- 
raden harmoiiieche Tangenlenpaar ((51) den zwei Argumenten 
(«1 ttj) zugehört, das sowohl zu X^ X^ ala zu X^ X^ barmo- 
Dtscb iet. 

Aus (ßl) ist auch das bekannte Resultat abzulesen, daas 
irenn die luvariante J der Form af verachwindet, die Ilesse- 
Bche Form ff von n^ zwei doppol tziihlende Wurzein besitzt. 

Die angegebene Bedeutung des VerBchwiudens von j für 
IcD Kegelschnitt f wird auch weiterhin vielfache Verwendung 



56. Die Bedeutung der Uesae'scben Form ff vou aj Ist im 
Obigen schon nach mehreren Seiten hin untersucht worden. 
"Wir heben noch eine hervor, die unmittelbar aus (i53) folgt und 
im Satze ([i) schon implicite steckt: 

Oj) pUnter den aämmtlichen einem Kegelschnitt 

if umschriebenen Poldreiseiten eines andern ip 

■ tützendeo Kegelschnitts /' befinden sich vier 

peoiellevonderArt, dass zwei der drei Seiten 

lOJDcidirt lind. 

Diese doppelt zählenden Geraden sind die 
[emeinsamea Tangenten von /'und y." 

Da aber der Process, durch den ff ausH* (33) entsteht, auch 
■KO aufzufassen ist, dasa man aus den beiden Gleichungen 

I*' <"• !■ + «.) + 2 M». f + »,) + (»,!« + «.) = 

ji' («, I» + V + 2 X («, (i + oj + (», n + o.) = 

'fi »liminlrl, ao ergeben sich andrerseits die vier Geraden (Tan- 
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genten von N^ (cp)), die mit den (doppelt zählendoD) Geraden H 

die vier ausgezeichneten Poldreiseite von f liefern; durch Eli- 
mination von X aus (02). 

Dies liefert daher eine andere Covariante vierten Grades, 
die dann bekanntlich immer von der Form f -^ k H sein muss. 

Durch Ausrechnung ergiebt sich leicht, dass diese neue 
Covariante folgende ist 

(G3)Fiz 2 jt - 3tH=0. 

Aus der Eigenschaft der Kegelschnitte f^ H folgt dann 
sofort : 

a^) j^Die Berührungspunkte der den apolaren 

Kegelschnitten fycp gemeinsamen Tangenten auf 
cpsind die einzigen Punkte auff, deren Polaren 
inBezug auf/* wieder Tangenten von^ sind. Die 
letzteren sind durchdieGleichung (63) P = g e- 
gebcn. Der Kegelschnitt H (der durch die Be- 
rührungspunkte der geraeinsamen Tangenten/; 9 
auf 9 geht) berührt die vier Tangenten P = Oin 
ihren Schnittpunkten mit jenen gemeinsamen 
Tangenten yonf und cp.* 

57. Die Bedeutung der Covariante sechsten Grades 



(64) e = 



n^H, 



wird sich in ihrem vollen Umfange erst in der Theorie der 
Involutionen vierter Ordnung übersehen lassen, indem ja 
alle Eigenschaften der Funktionaldeterminante einer solchen 
Involution sich für specialisiren lassen. 

Hier mögen nur die beiden zunächst liegenden Eigen- 
schaften von Platz finden. 

Theilt man die Wurzeln von a* (und dies ist auf dreifache 

Weise möglich) in zwei Paare, so giebt es drei Werthepaare, 
von denen jedes zu zwei solchen Paaren zugleich harmoniach 
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ist: dies sind bekanntlich die drei Wnrzelpaare von = 
d. h. hier (mit Hülfe des Satzes der pg. 106) 

Xj) ^Die Ecken des den Kegelschnitten des 

Büschels, die auf einem gegebenen (cp) das Qua- 
drupel«, ausschneiden, gemeinsamen Polardrei- 
ecks sind durch = dargestellt.^ 

Legt man einem dieser drei Wurzelpaare die Argumente 

0, Qo bei, so verschwinden in at die Coefficienten a^, a^, und 
die Gleichung a^ = (30) wird daher für diese canonische 
Form von at: 

(65) a^ - (a^ a^ + a^ a^) + X^ (a^ a^ + a^ o^) = 0. 

Daraus folgt aber sofort, dass sowohl der Werth 0, drei- 
fach gezählt, mit dem Werthe oo , als umgekehrt der Werth oo, 
dreifach gezählt, mit dem Werthe 0, je ein der Gleichung 
0=0 genügendes Quadrupel bilden. Daher können wir auch 

so sagen: 

Tj) ^Die drei den Wurzelpaaren von zuge- 
hörigen Tangentenpaare auf cp haben dieEigen- 
schaft, dass jedes von ihnen (indem man je eine 
derTangenten desPaares dreifach rechnet) ein 
Paar Yon Polvierseiten des zu cp apolaren Kegel- 
schnitts /"darstellt.^ 

Diese Eigenschaft kommt aber thatsächlich , wie leicht zu 
sehen, wieder auf die des vorigen Satzes zurück, dass das 
Dreieck der drei Punkte (Wurzelpaare) = sowohl Polar- 
dreieck von cp als von f ist. 

58. Das Verschwinden der Invariante i, da dann a* zu 

sich selbst apolar ist, hat wegen der sonst bekannten Eigen- 
schaft den Satz zur Folge (cf. pg. 70, 80 und Nro. 83) : 

cp) ^Trägt ein Kegelschnitt/* einen andern cp, 
80 bilden die Tangenten an f in den Schnitt- 
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punkten beider nur dann ein Pqlvierseit von /*, 
wenn das Schnittpunktquadrupel ein aequian- 
harmonisches ist und umgekehrt.* ^Ausserdem 
sind alle 9 umschriebenen Poldreiseite von f 
apolar zu einander.* 

Dies seien die Sätze über die Darstellung der biquadrati- 
schen Form auf einem Kegelschnitt, deren manche schon be- 
kannt sind und die wir nur einer gewissen Vollständigkeit 
wegen zusammengestellt haben , um auf sie bei den späteren 
schwierigeren Untersuchungen als auf den einfachsten Typus 
zurückgreifen zu können. 

§. 19. 

Die Darstellung der biquadratisohen binären Form auf der 

cubischen Normcnrve. 

59. Das Folgende bildet eine erste Ergänzung und Weiter- 
führung der Theorie der cubischen Normcurven (§. 12 ff.), 
spcciell der Theorie des linearen Complexes a = 0, soweit es 

mit Benützung der Methoden des §. 17 möglich ist. 

Die damals (pg. 79) abgeleitete Fundamentaleigenschaft 
dieses Complexes möge hier kurz recapitulirt werden. 

a) ^DerlineareComplexa =Owird g.e bildet 

von denTreffgerad e n paaren der Tangentenqua- 
drupel der cubischen Curve, deren Argumente 
die Gleichunga = befriedigen oder, was das- 

selbeist, die zu a. conj ugirte Gruppe bilden.* 

jjSpeciell enthält er die Congruenz, deren 
Directricen die beiden Treffgeraden des Tan- 
gentenquadrupels a, sind.^ 

Das letztere Quadrupel bildet gerade die vier Tangenten, 
die der Complex mit der Curve gemein hat. Umgekehrt aber 
gab es ein ganzes Complexbüschel , dessen Individuen alle 
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diese vier Taugeiitec nebst der Cungraeuz ihres T reff ger a den- 
paaren eathalteit. Unter ilinen befand sieb aiicli der NtiUcom- 
dor Curve, so dass das Complexbliscfael durgcstellt wur 
durcli: 

Wie nun diesem BUechel in der Ebene (cf. t}. 17} ein 
Kegel seil uittbtlachel entsprach, und zwar dem Nulluomplcx der 
Kormkegelsclmitt und dem andern {a = 0) der den Norm- 
Itegelsclitiitt stiitscnde und das Quadrupel a aus9c)ineidendc 
Kegelschnitt, so kann mau auch hior fragen: 

Wodurch ist der Complex a = unter den 
Comp) exen dea BUschela (l)auageaeiohnBt? 

Dies ergiebt sich leicht so. Die Sehnen (Oj) der Norm- 
curve. die einem beliebig gegebenen linearen Complex 

(2) ^f« 5,. = 
WO die I] beliebige Coefficienten aiud) angehören , waren dar- 
estellt durch die Gleichung (pag. 75): 

Di« Gleichung filr die dem UomplexP (2) angehörigen 
3ten der Curvo ging ans der letzten durch Umtanachung von 
Ijj mitpu oder auch von ü q^ mit q^^ hervor. Soll aber der 
Legelschnitt (3j den Xormkegol schnitt stutzen, so mliasen die 
Jo^fficienten von a' und 2 <J u^ einander gleich sein d. h. 

(4/^ = 3.;.,-'^ oder 3 «„ = ,„. 

FUr die Gloichang des Complexea o^ = ist: 
(5) pq^^ = 3 a^, fq^ = u^, also 3 g^^ = q^^ 

Dies liefert aber den Satz: 

?,) »Unter allen linearen Oomplesen, die vier 
stc Tangenten (a.) einer cubischen Itaumcurve 
1 tbalteo, ist 
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a =0 

8 

dadurch ausgezeichnet^ dass die ihm angehörige 
Axen der Curve die den ihm angehörigen Sehne 
zugehörigen sind d. h. wo die beiden Ebenen eine 
solchen Axe (an die Curve) zugleich die Ebenen de 
Punkte der entsprechenden Sehne sind.* »0<J^ 
kürzer: der Complex a =0 ist sich selber eo 

jugirt«« *). 

Oder, da ja (pg. 75) diese Sehnen und Axen eines lineare 
Complexes immer auf derselben Fläche liegen : 

ßg) „Die Fläche der Sehnen und Axen der Curv 

die dem Complexe 

a z=0 

8 

angehören, ist in Bezug auf die Curve vollständig je" 
sich seihst dualistisch,^ 

Nun war der dem Complexe a = entsprechende Kegel- 
schnitt (§. 17) einfach gegeben durch: 

(6) al = 

WO (6) aus a = hervorging, indem man von den vier in den 
5j steckenden Argumenten je zwei (etwa X^ = X^ = X und 
Xj = X^ = X) gleichsetzte. 

In der That ist ja dann (cf. (a)) das Treffgeradenpaar 
dieses Quadrupels (X, X, X', X') aus Sehne und Axe (XXT) gebildet 
und umgekehrt wird eine Sehne oder Axe immer nur von 
einem solchen Tangentenquadrupel (X, X, X', X') getroffen. 

GO. Greift man aus der Schaar der zu ck conjugirten Qua- 

*) D. li. in Bezug auf den Nullcomplex der cubischen Curve. In 
der That ist ja irgend ein Geradenpaar in Bezug auf ihn (cf. pg. 75) ein 
cunjugirtcs, wenn die beiden Geraden durch Vertauschung von 3 p^ und 

Pj2 ^^ einander übergehen. Mithin besteht der Complex o^ = nur 

aus conjugirten Geradenpaaren« 
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Jnipel irgend zwei heraiin, so bilclen diese eine Involution 
viiTUin Grade», deren es also eine vierfach uuendliche 8chaar 
giebt. 

NttL'h Nro, 44 (py. 80 t") Hegen die Treffgeraden paare aller 
Tätige D I i<u()u ad rupel einer Involution vierter Ordnung auf einer 
Flüclie »weiter Ordnung, deren mit der Curve ^omeinBarae 
Kiieiien die (SelnniegnngH-) Kbeucn in den ihr mit der Curve 
^metuAumen funkten sind und zwar bilden sie die eine Itegel- 
»t^iiiuir dieser Fläche. 

.Solcher Rege lach aar ou, die nach demllaupt- 
atx (a) alte dein Co mp Ivxt n_ = angehören, g i e b t 
«alao eine vier fach unendliche Sc haar." 

Unter dieaeu Uegelachaaren gieht es gewisse anagezoich- 
öt«, die mit den Oovariaiilcn von a, in der engsten Beziehung 
dien. 

Vor allem verdienen diejeuigen unsere Aufmerksamkeit, 
'« drei Tangenton der Curve enthalten und die uns 
ich später von ganz anderer Seite her wieder begegnen 
Orden •). 

Haben nemlich alle Quadrupel ciuer in der zu n con- 
'S>i^ti Gruppe enthaltenen Involution einen testen cnbisiihcn 
•fctor (mit den Wnraclu X^, X^, X.^), no wird das vierte Argu- 
'outX^, das mit den drei ersten ein (Quadrupel liefert, das der 
fleichung «^ ^ genügt, unbestimmt und es sind somit (cf. 
S- 9()) eur Bestimmung eines solchen Tripels X^, X^, X^ die 
'löichungen vorhanden: 

[X, - - a„ s^ -j- a^ Sj + a^ s^ -|- n^ s^ = U 
U, i_- a, s„ + a^ s, + «^ s^ + tt^ Sa = '-f 

■) Mumlioh als Spccialfoll ilor Urgelcchmren, ilio drei Axi^ii (Selinen) 
"•■ eubiaohen Curvo eiiltittlleu , dio iu iloi Theorie dor bi<|iiulratisctisii 
'**Oldl[on einp borvurMgonclB Bolle spTidL-ii. 

fnlCT BegolscliMr Ut übrigiiii» immsr mir ciuo «okhu KWpiter Ürd- 
"^■U «ErtUudcn. 

'-Pr. Ucjur. Ap«I.i.tt(L(. 8 
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Dann aber sind die TrefFgeraden der einem solchen Tripel 
zugehörigen Involution vierter Ordnung offenbar die Geraden- 
schaar des durch die drei Tangenten X^ X^, X^ bestimmten 

Hyperboloids, der diese Tangenten nicht angehören. 

Soll umgekehrt eine drei Tangenten der Curve treffende 
Kegelschaar dem Complex a = angehören^ so gäbe es noch 

unendlich viele vierte Tangenten , die mit jenen drei ein Qua- 
drupel a = bildeten, d. h. X^ würde unbestimmt und wir 

sehen daher: 

(Yi) jjI^^s Gleichungspaar (7) 

stellt alle (einfach unendlich vielen) Tangenten- 
tripel der Curve dar, deren (sie treffende) Regel- 
schaaren (zweiter Ordnung) dem Complexe 

«. = Ö - ^, + ^4 A 

angehören.* 

Über solche Regeischaaren vgl. auch Sturm pg. 143. 
Rücken von einem solchen Tangententripel X^, X^, X^ zwei 

Tangenten zusammen (X^ = X^ = yj) so zerfallt die zugehörige 

Regelschaar in zwei Strahlbü scheiß einmal in das von allen 
Geraden gebildete, die den Berührungspunkt der Tangente 13 
auf der Curve mit allen Punkten der Tangente X, verbinden, 

und dann in das von allen Geraden erzeugte, die in der £bene 
7) der Curve liegen und dessen Centrum der Schnittpunkt dieser 
Ebene mit der Tangente X^ ist. Diese beiden StrahlbUachel 

liegen also in zwei Ebenen des Complexes a = 0, die den be- 
züglichen beiden Centren in ihm angehören. Da man ausser- 
dem sogleich erkennt, dass in keinem andern Falle eine der 
durch (7) bestimmten Regeischaaren zerfallen kann, so ergiebt 
sich zunächst: 

(Yj) Es giebt unter den (Tangententripel-) Regel- 
schaareD (7) des Complexes a = vier zerfallende 
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und zwar bestehen diese dann jedesmal aus zwei 
Strahlbüscheln des Complexe s^ deren Centrum 
für den ersten Büschel ein Üurvenpunkt, deren 
Ebene für den zweiten Büschel eine Curven- 
ebene ist. 

Gl. Nun sahen wir (pg. 107), dass die Hesse'selie Form H 
von a. diese vier Werthe tj rcpräsentirt, während die vierRest- 

arguraente X^ durch die Covariante F :=z 2 jf — 3i U gegeben 

wurden. Dies liefert den iSatz, dessen ersten Theil man bei 
kSturm pg. 145 findet: 

(Ys) »^^^ Hesse'sche Form H von a, ergiebt 

ein solches Quadrupel vonCurvenpunkten, dass 
die ihnen im Complexea^ =: zugeordneten Ebenen 

die Curve noch ausserdem (im Punkte X_) berühren. 

Diese vier Berühr un'gspun kte sind durch 

dargestellt.* 

Oder in der vollkommen dualistischen Fassung : 

(y^) jjEsgiebt'vier ausgezeichnete Ebenen der 

Curve, so dass derPunkt, 3er einer jeden durch 
denCompiexa =:Ozugeordnetist,aufeiner Tan- 
gente derCurvelieg t." 

Das Ebenenquadrupel ist durch P 2jf—3iH,] , 

Igegcben. 
das Tangentenquadrupel durch II J 

Wendet man den Satz über die durch eine Tangenten- 
involutiou vierter Ordnung auf der Curve bestimmte Regel- 
fläebe noch einmal auf f und // an (deren Funktionaldeter- 
niinante ja die Covariante 6 ist) so ergiebt sich : 

(5) DasGeradenpa-ar,welche8da8 Tangenten- 
quadrupel des Satzes (yj trifft, Hegt mit dem- 
jenigen, welches das Tangenten quadrupel a. 

8* 
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trifft, auf einer Fläche zweiter Ordnung, ttnf 
der alle Treffgeradeii paare der Quadrupel 

f+hU 
liegen, und die die Curve in den sechs Punkteu 
6^ sehneidet, deren Hcliraiegungaelionen zu- 
gleich Tangentialebenen der Fläche sind." 

Auf andere Bedeutungen von 6 kommen wir weiter unten. 

62. Versehwand die Invariante^* (pg. U)L)), so gab es ein 
Uiipel (S,, 5j,), das mit jedem Diipel (X^ X^) ein zu «^ apo- 
larea Quadrupel bildete, d. h. 

(e) „ V e r a c h w i n d e t die Invariante^" v o u h, > au 
giebtcB (und nur dann) eine deniCon]plexea__=0 
angehörige Congruenz, deren Directricen itwei 
Tangenten (5,, S^) der Curve sind," 

Dann wird bekanntlich die Hessc'aclie Fonn von u. ein 
Quadrat (der quadratischen Form mit den Wurzeln S^, 5^) 
und ist zugleich ein zu a. apolares Quadrupel, und idcotiscli 
mit P. 

In der Tlint isl daini nach dem letzten Satze evident, das» I 
alle Regelachaaren (7) der Congruenz der beiden Tiuigeiitiia 1 
S^, S^ angehiiren, also die Tangenten ebenen der Curve, die XU' 
gleicli die Complexebenen ihres Kestpnuktes sind, nui- noch die J 
Tungentenebenen 8 , S sein künnen , die noch durch 8. 
S, gehen, Die Sehne nnd Axe (8^, 8^ gehören der Congrueos 1 
des letzten Satzes au, mithin ist H zu a apolar etc. 

Verschwindet j mit i (cf. auch §. 21), so fallen 5,,8^(inS) 1 
zusammen ; a, erhält eine dreifache Potenz als Faktor, H wird il 
eine vierfache Potenz. Geometriach ist dann bemerkeuawcrth : J 

(^) ,jVerBcli win den t und^', so wird der Con 
plexaj=:Oderart ein speuicUcr, dass seineAx^ 
eine Gerade wird, die sowohl durch denPanktS 
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der Carve geht, iils in der Ebenti S lieraelbeii liegt. 
Die Congriienz des letzten Satzes zerfällt daiiu 
ilus Strahle nbUndel dedL^unktes 5 und das Ge- 
radenfeld der Ebene 5." 

Waa dagegoii vom Vtirsch winden dor Invariante i gilt, 
mag kurjt aus Nro, 39 wiederholt werden. 

(Tj) „Verflüh windet!, so wird der Comp lex a=:0 
ein spezieller und seine Axd ist eine im NnUcom- 
plex der Cnrve sich selbst conjngirte Gerade." 

G3. Um jetat auf die Covarlante von a. zurückzukommen, 
•issen wir aus Nro. 57, dass ihre Wurzeln drei Paare E|, i]|, 
(i =: 1,2,3) bilden der Art, dasa sowohl (X — e) (X — t)) als 
{k — Yi) (X — e.) zu a apolare Quadrupel sind. Dies können wir 
in Itezug aaf den Oomplox zunächst no uusdrüuken: 

(: ) „Es gicbt drei Punktepaare (e^, jj^) (die Wur- 

n von 9) derart, dass sowohl die Gerade, die 

durch den Punkt e^ geht, in der Ebene e, liegt und 

die Tangente ))| trifft, als die aus ihr dnrch Ver- 

luschung von e^ mit tj^ hervorgehende, dem Com- 

lexc a, ^ angehören." 

Da weiter die aus den beiden Quadrupeln gebildete In- 
volution vierter Ordnung 

(9) (X - E,) (X - r,) j(X - e,)' + ft (X - 7,f] 
■idi aua dem festen Paare {e., y^j) und der gewöhnlicheu In- 
Tolutiun, deren Doppelelenicnte Ej >j| sind , zusammensetzt, so 
babeii wir mit Rücksicht auf Nr. 44 den Satz : 

(l ) „Es giebt drei dem Complexe a^ = an ge- 
hörige Regelschaarcn z w ei tc r Ordnung von der 
£igeuBcbaft, dass ihre Geraden ausser von zwei 
eiten Tangenten E,, T). noch von den Tangentea- 
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paaren getroffen werden, deren Eleraentenpaare 
die gewöhnliche Involution mit den Doppelele- 
nien ten e^ yj^ bilden." 

Fassen wir eine solche Regelschaar, die durch irgend ein 
Tangenten paar der Curve eindeutig bestimmt ist, und zur Curve 
in invarianter Beziehung steht, noch näher in's Auge. 

Um ihre Gleichung in canonischer Form aufzustellen, 
machen wir die vorgelegte Curve zur Normcurve und nehmen 
das Tange, tenpaar 0, oo zum Ausgangspunkt. Dann ist jedes 
Tangentenquadrupel der vorgelegten Involution 

(10) X|i (X^ -h x|i^) 
von der Art, dass die Coefficienten von X*, X*|i*, (x* ver- 
schwinden. Andrerseits war die Djirstellungsforra irgend eines 
Tangenten quadrupels (resp. ihres Treffgeradenpaares) (pg. 68) 

mithin ist die gesuchte Regelschaar die den drei linearen 
Complexen 

geraeinsauic (gehört also der Congruenz des Tangenten- 
paares 0, 00 an, wie es sein muss). 

Nun ist die eine Regelschaar der Fläche zweiter Ordnung 

(13) ni x^x^ — x^x^ = 

(wo m ein noch unbestimmter Coefficient) gegeben durch: 

hn x^ -{- Ic x^ z= 

mithin sind die Axencoordinaten einer Geraden der Schaar: 
(15) q,, = q,, = 0, pq^^ = m, pq^^^ = mJc, pq^^ = Je, pq^^ = J^. 
Auch diese Schaar gehört der Congruenz des Tangenten- 
paares 0, <X (Poi^^ ^^13^^ ^^^ *"• ^^'' ^^® ^"^^^ "^^'' ^^"^ 
Complex 
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angehören, so erfordert dies die Bedingung: 

(17) w -I- 3 = d. h. 
(Xj) jjDie einem Tangentenpaare 0, oo der 

Aormeurve in obiger Weise, zugehörip^e Regel- 
te haar zweiterOrdnung ist die eine Öchaar der 
flä che z weiter Ordnung: 

(18) Sx^x^^x^x^ = h\ 

Die Schnittpunkte einer jeden Fläche des Büschels (13) 
mit der Curve, sowie auch ihre mit der Curve gemeinsamen 
Eb^iaeu sind durch 

(19) X'|i' = 

Für unsere spezielle Fläche des Büschels folgt dies aus 
dein Satze Nr. 44; man sieht aber, dass sie in diesem be- 
sonderen Falle durch die Forderung, die Schmiegungsebenen 
der Curve in ihren Schnittpunkten mit der Fläche seien 
^"gleich Tangentialebenen der Fläche, noch nicht bestimmt ist. 

Inwiefern kann man nun unsere spezielle Fläche des 
^^^^chels noch auf andere *) Weise, namentlich in Bezug auf 
^en Nullcomplex der Curve, als invariante charakterisiren ? 

Aus den Gleichungen (15) ist sofort ersichtlich, dass unter 
^*^^n Regelscbaaren (14) diejenige, die einem linearen Complox 



*) Da das FlächeDbäschel [cf. (27)] (13) dem Complexbaschel 
^t^ + Pi9 == ö eindeutig zugeordnet ist , dieses aber wieder dem 

^^el^hnittbÜBcbel der Ebene , das den Normkegolnchnitt in den beiden 
^•^kten 0, 00 berührt, und ferner 3 p^^ -\~ p^^ der symmetrischen 

^^^ktion 8^ proportional ist, so erkennt man sofort (cf. übrigens §. 20), 

^^ der Flüche Sx^ a^g + ^i «9 = resp. dem Complex 3^^^^ + Pn = 

^•"jenige Kegelschnitt des Büschels in der Ebene entspricht, der den 

^^rmkegelschnitt trägt. Daraus folgt aber nach Nr. 59 für den 

^»nplex 3/>Q3 -4- p^^ = ^ ^*® Eigenschaft , dass , wenn irgend eine 

^^line der Curve ihm angehört, dies für die zugehörige Axe der Curve 
^^^icLfall» gut. 
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(20) rj l>„3 -h i>„ = 
(wo 7] beliebig) angehört^ durch 

(21) tw + 7] = 
bestimmt ist und umgekehrt. 

Mithin ist diejenige Fläche des Büschels (13), deren 
Regolschaar (14) dem Nullcomplex der Curve 

. (22)3i,„-i,,, = 
angehört (d. h. für die jede Gerade dieser Schaar in Bezug 
auf den Nullcomplex sich selber conjugirt ist), gegeben durch 
die Gleichung: 

(23) 3x^x^ — x^x^ = 0, 

Zunächst springt daher in die Augen der Satz : 

(Xg) ^Die durch die Bedingung (22) characteri- 

sirte Fläche zweiter Ordnung (23) (des Büschels 
(13)) liegt zu der durch die Bedingung (16) be- 
stimmten harmonisch in Bezug auf die beiden 
E b e n e n p a a r e 

(24) x^ = 0, x^ = 0; x^ = 0, x^ = 0.« 

öchreibt man ferner die Fläche (13) in Ebeuencoordi- 
naten, so ergiebt sich leicht: 

(13') u^^ Wg — niu^ Wg = 0. 

Mithin ist diejenige Fläche des Büschels (13), die diese 
letztere (bei fest gedachtem m) trägt, keine andere als 

(25) mx^ x^ '\- x^x^ = 0. 

Daher sind im Büschel (13) immer zwei zu den £benen- 
paaren (24 ) harmonische Flächen 

(26) mx^ x^ — x^ :r^ = ; mx^ x^ + x^x^ = 

solche, die sich gegenseitig stützen (oder auch: aufeinander 
ruhen). 

Speziell also hat man : 

(^^) ,jDie beiden ausgezeichneten Flächen des 
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BlJocliel» (13), oemüch (18j irnil C2:)) tragen sieb 
gegenseitig." 

64. Den Zuaammeiihang zwisclicii den bcifleii Fliicheii 
(S6) Ireap. epeziull (11^) und (^3)) kann mau nofh weiter ver- 
folgen, wenn man «JaB dem (ileiiibungssyBtL'ni (15J nnaloge 
iifstellt, dafl der anderen Ufgelschsiar ciui^r Kiik'lie (1;J) zu- 
gehört. 

Die§ ist zttniichst gegeben durch: 

jith!ti die Axencoordiuaten einer Geraden der Schaar: 
]ä') g^j ^ q^^ = Ö. q^^ = w(, q^^ ^ k'*, q^ ^ mk', q^^ ^ — /.'. 
Daher gehört diese Itegelacbanr einer Flüche (I3j auch 
9l«in linearen Coniplexe an (ausser den beiden q = q = 0); 

(27) i>^^ ■+■ mp„^ = 
M^iibretid die andere Hchaar (15) dem anderen Uomplexc: 
^^itwer den beiden p^^ ^ p =: (l): 

(^8) p,j — mj>^^ = 0. 
1^ ^ reap. p^ = selbst stellen die beiden speziellen 
Komplexe des ganzen DUschels (27) oder (2fl) (bei variablem m) 
ar, deren Axen die Curven-öebno resp. Curven-Axe mit 
eu Argumenten 0, oc sind; ebenso j^^^j ^ resp. /)jj ^ 
ie beiden speziellen Complexe, deren Axeu die Geraden sind, 
io durch den Punkt (x ) der Curve geben, in der Ebene 
' ( Qo) der Curve liegen und die Tangeute « (0) treffen. 

Godlich sind p^^ ^ 0, p^^ = die speziellen Cotnplexe 
Ler beiden Tangenten U, ^ selbst. Demnach gelten von der 
Lurcb irgend ein Tangen tcnpaiir einer cnbischen 
^aumcurve durch die Bedingung des Satzes (i^) bestimmten 
;ur Curve invarianten Ilegelschaar zweiter Ordnung folgende 
Eigenschaften, xu deren Darlegung wir etwas weiter auaholen 
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jjüie zu einem Tangenten paare a, ß der Curve gehörige 
Sehne und Axe (5, a) bilden ein zweites Geradenpaar^ »owie 
die beiden Geraden, die durch den Punkt a resp. ß der Curve 
gehen, in der Ebene a resp. ß der Curve liegen und die Tan- 
gente ß resp. a treffen ein drittes Paar (a, h). 

Diese drei Geradenpaare a, ß; 5, a; a, & sind die drei 
Gegenkantenpaare eines Tetraeders, dessen Ebeneu einmal 
die beiden Ebenen a, ß der Curve, sodann die beiden Ebenen 
durch die Tangenten a, ß sind, die bezüglich durch die Punkte 
ß, a gehen (desselben Tetraeders, das als Coordinatenteti*aeder 
(Nr. 30) diente, um die cubische Curve zur Normcurve zu 
machen). 

Jedes der drei Gegenkantenpaare bildet die Direktricen 
einer Congruenz, die allen linearen Complexen eines Büschels 
gemeinsam ist (dessen zwei spezielle Complexe eben die beiden 
Geraden des bezüglichen Paares zu Axen haben). Diese Com- 
plexbüschel bezeichnen wir einfach mit 

(29)[a,ß]; [s, a]; [a, b]. 

Insbesondere gehört dem Büschel [s, o] (d. i. dem 
Büschel von linearen Complexen , die alle mit der Curve 
dieselben zwei zusammenfallenden Tangenten- 
paare (a, ß) gemein haben) der Nullcomplex N der Curve an. 

Dann giebt es im Büschel einen weiteren zum Null- 
complexe in Bezug auf das Paar der speziellen Complexe 
harmonischen Complex N', 

Die ßegelschaar (zweiter Ordnung), die irgend drei line- 
aren Complexen Cj, c^, c^ gemeinsam ist, sei als Regelschaar 

(Cj, Cjj, Cjj) bezeichnet. 

(X) ,jDann gehören sowohl die beiden Regel- 
schaar en 

r(a, h, N), (a, ß N') demselben Hyperboloid (J3), als 
^^^^ \(a, 6, N% (a, ß, N) demselben Hyperboloid (JET) an. 

Beide Hyperboloide gehören dem BUschel 
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TOn Klächc 



i-ilor IJrdniing im, deren Diircli- 
ui den rierndei.paai-enlo, 6) (», ?) 
ind 1] iirmoni seil zum Vahv der 
es BUscIiela (Sata x^) und trugen 
inander) gegenseitig («iitz x,l. 
li««r (et, p, F) des llyper liul oides 



(//)ist der (trt der Treffgera-I enpaare der '1' iin- 
gentoiHjuad rnpel der Involution (iT. i^). 

(31) a-a) (X-P) l(i-a)" + « (1— prl" 
liü. Dieser Salz bedarf noch vereuhiedeiier Ergiiiiziiiij^en. 
Zunäi^list ist leicht zu zeigen, dasa auch die Uegelwliaar 
(«, b, N') des zweit.ui Hyperboloid's (//') der Ort der Treff- 
|Feradeiipauro einer 'raiigeiitetiim'oltitiou vri-rter Ordiiiing 
{al und zwar der Invoiiilion; 

02) (X— c(/ + x' (X-ß)V 
la der That sind ja in der eanoiiis('lit>n 
(iJÖ)) dia Complexe a, h, N" dargestellt durch: 
(33) p„, = l), p^, =0,3;)„- 

liüiia ist die Darstell ungslorm (11) einer Geraden dt-r ge- 
ttieinsanieu Kegelschiiar diencr drei Ouniplexe in der Tbat die 
Form (32) , deren Funlctionaldeterminaute (X — xf(X — ß)' 

deiitisch mit der der Involution (31) ist, was autih schon da- 
IMUS cri..;lll. das« alle Flächen dos Bilscbels (Jl) (/r) (13) 
mit der Ciirve die Punkte und Ebenen a, ß je dreimal ge- 
rechnet, gemein balien, Also hat man iiU erste Ergänzung 
nun letzten Satze: 

(X,) „Die Regelscbaar (a, h, A") de« Hyperbo- 
loidesCiT) ist derOrt de r Treff geradenpaarf der 



Forni (ef. (lö') 



. = 0, 



Tangenten quadrupel 

(32) (i - : 

d, fa. aller Qnadrupel, 
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harmonischen Paaren der gewöhnlichen Invo- 
lution 

(34) (X — a)' 4- Ä (X — ß/ 
bestehen. 

Beide Involutionen (31) (32) haben dieselben 
Doppelelemente 

a, a, a. ß, ß, ß.« 

66. Nun kann man aber auch umgekehrt zeigCQ, dass diese 
beiden Involutionen (31) (32) die einzigen sind^ die gerade 
diese Doppelelemente besitzen (während es doch , wie 
sich später ergeben wird^ im Allgemeinen fünf Involutionen 
vierter Ordnung mit denselben sechs Doppeleleraenten giebt). 

Den Beweis führt man , wie folgt. Wir legen wieder das 
canonische Argumentenpaar 0, oo der Normcurve zu Grunde. 
Einer jeden Involution vierter Ordnung mit den Doppel- 
elementen 0, 0, 0, Qo , 00 , 00 auf der Normcurve entspräche 
nach dem Satze Nro. 44 eine Fläche zweiter Ordnung , die 
eben diese sechs Punkte und Ebenen mit der Curve gemein 
hätte, so dass die beiden Tangenten 0, oo der Curve ganz auf 
ihr liegen müssten. Solcher Flächen zweiter Ordnung aber, 
die durch die sechs Punkte 0, 0, 0, oo , oo , oo so gehen, dass 
sie zugleich die beiden Tangenten ganz enthalten, giebt es ein 
Büschel *) 

(13) m x^ x^ -^x^x^z^L 0. 

*) Man sieht dies auch Bchrittweise bo ein. Die ganze (dreifach un- 
endliche) Schaar der Flftchoo durch die angegebenen sechs Punkte ist 
folgende : 

oder etwas anders geschrieben: 

h x^^ j"3 4- X arj a?j + ji (3 Xq j?2 - irj) + V (3 x^ x^ — x\) = 0. 
Soll nun eine solche Fläche auch noch die Tangenten 0. oo gans 
enthalten, so müssen die Coefficienten von o?^^ a:^, d, h. |i, v yerschwinden, 
was zn (13) führt. 
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Dies erfllllt dann aber auch die iibrigeii verlangte» Eigen- 
sclinflrti. Greifen wir irgeiiil eine Her Flächen (13) heraus, so 
gehört ihre eine Kegelachaar, sagen wir h^ den Complexen 
r-cf. (15)) an: 
r (ßb) p^^ = 0, jj^j = 

Dagegen diu andere, R^^, den beiden Complexen (cf. (lö')) 
(36) p^ = p^, = 0. 

Soll daher Ä, der Ort der Treffgeraden paare einer Tan- 
f^vtitdiinvolution vierter Ordnung sein, ho niuss diese die Ge- 
stalt haben (^ wegen der Darstell ungH form (11)) 

(37)(o,J.'[i4-a,V[i'-+-a,X(i*)-t-A(A,XV4-'',^V*+*j^l^'')='*; 
n gleicher Weise die au einer /(jj (irgend einer Fläche des 
Utcbcls (13)) gehörige Involittion: 

18) (a, X* + a, X' ji' -1- «. |i*) + k' (ß^ X* 4- '^^ \y + fl^ ]i*). 
>«xeichnen wir für den Augenblic^k mit p^^, q^^ die Grössen 

Bud mit m^^, jjij^ gewi^e Zahlenfaktoren, so ist die Funktional- 
le tcriuiiuinte der ersten Involution (37) von der Form (wie 
iiwn nnnntttelhar durch Ausrechnung ersieht): 

(3T) IK, X* li» ,»„ f.,, + X* [i* m,, p,3 -h X* n* m„ p^ 
ilod die der zweiten Inviilution (3«) 

(38-) »K, X> n,, g„ -I- X* [i* |i„^ ^„, + X ^" |i„ g^. 
Da «ich beide Formen W^, W^ aber nach VoransaetEung 
«nfX'ii' reduciren müssen, au aiud dazu die Kclationon er- 
forderlich : 

(39) p,^ = 0, p^^ — 0, 

(40) q^^ = 0, q^^ = 0. 

Nun ki>nnen ahrr die Gleichungen (39) nur so bestehen, 
iitu entweder aocb p^ ^ (J oder a^^ b^ = U; und auiuog 
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die Gleichungen (40), dass entweder auch g^ = oder 

a^ = ßg = wird. 

Im ersten Fall, wenn auch Aoch p^^ resp. q^^ verschwinden, 

hat die bezügliche Involution unendlich viele Doppelelemente, 
hat also mit unserer Aufgabe nichts zu thun: die andere Be- 
dingung liefert aber die beiden Involutionen (31) (32). 

q. e. d. *) 



*) Kiucn zweiten noch direkteren , wenn auch iimstftndlicheren Be- 
weis kann man so geben. 

Die Geraden der Kegelschaar B^ irgend einer Flllche des BfiBchels 

(13), das wir jetzt lieber in der Form schreiben wollen 

(41) 3 n Xq ofg — ajj ajj == 

gehören nach (15) ausser den Complexen (35) p^"^ = 0, pjj = noch 
dem dritten: 

(42) 3 n />„,-;,„ = 

an. Für welchen Werth von n bilden die zugehörigen Oarstellangsforinen 
(11) eine Involution? 

Nun ist nach pg. 69 (wenn man den hier unwesentlichen Propo^ 
tionalitUtsfaktor = 1 setzt) 



fä ns = 



2 



also 3 n i?j,3 — p^^ - - a^ (n — 1) H; Y^i (»» + 1) = oder 

2 (n— ll* 
(44) «2 I ~ 1 — 6i = oder wogen (35), wenn man die Dar- 

stcllungsform (11) jetzt so schreibt 

(45) 4ajXV 4- 6ajX*jx* + Aa.^K^^ 

(46) 3 a^ 71 - (n + 1)^ a^ aj = 
Somit kann man setzen 

(47) rtj •= 1, ttj = r Ar, a^ = ib* 

wo k variabel , r aber in bestimmter Weise von n abh&ngt. Daher wi^r^ 
die DarstcUungsform : * 

(48) X |x (X* 4- r Ä; X (X + A-* |x*) 

nur dann eine Involution bilden, wenn r sss d. h. o. s=s ist D**'^ 
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Wie vielfach die beiden Involutionen (.T!) (32) gereclniet 
wertleit müssen, um die filiif'LuBungen, die dieselbe Frage ini 
Bllgeiiieineii Kuliisst, /u ergeben, mag hier iinerörtert bleiben. 

Wir können also jetzt aueh so sagten: 

(Xj) „Die beiden e i uzigcii In volulionen vierter 
Ordnung, deren Funk tionaide terininan te der 
C u b u s einer q u a il r n t i s e li e ii Form (X—«) (X — ß) ist, 
erzeugen, al» Tangen teninvol II tioiieniiufgetaaat, 
mittelst ihrer Trot'fgeraden paare, gerade die 
Binc ßegelscbaar (B^ resp. Üj,) der beiden Hyper- 
boloide (U) resp. (H') der Sätze (X,) (X^)." 

(i7. Wir nennen dalier, der UuterBclieidung lialbor, die zn 
irgend einem Tangen tenpaare a, [1 einer cublschen Curve ge- 
liörigeu Kliiehen (Hj (H') ,die Doppelflächen (<x, ß) 
(«weiter Ordnung) erster, reap. eweiter Art". 

l>uin können wir den H^tz t^ jetzt so fassen: 

(lJ jEb giebt drei (und nur drei) DupeUlScbeu 
erster Art, deren eine HegeUohanr dem Com- 
lexe a^ ^ angehört, 

1UM (k -|- )y VErecIiwiudun d. h, et ist ii ^^ — I und wir gclanj^cn 
» «Q UDiwtT Flaobe 

(16) 3 iBy jj + n-, a-^ = 0, 
Genau In derHlbKn Weine gelanjjuu wir, wann die Ueraduu ilur Uugvl- 
cliaar /l||('ä') oiner InvuluUuu eujjeLitreD sulien, xiir lileluhuitg: 
^49) 3 o*.4 ti — in — 1)' Oji Q^ = 
llo *icb auf II, = il reducirou lausf, ims nur für n ^ ] |;escbitht, d. Ii. 
«rbklten die FIAche 

>n) a j:„ Jj - J!, n:^ = 0. 
Dia Ui>gnIiKhaarui) A,, twp. H^ dor FlSubea (IS) {2i) bUdea, wie 
■ich ieiclit überEuugt, die TreügeriuleM von »woi <Ju>drupst«cliurBn 

(öoi/ + ;■/, + i'/. 
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Sind diese die Flächen (e,'>lj) (i. = 1, 2, 3), so sind 

die drei Paare e^rj^ dieWnrzeln derCovarianteö 

der Form ax-* 

Da wir andererseits aus Früherem (pg. 102) wissen, dass 
unter den zu a^ apolaren Quadrupeln sich nur vier vierfache 

Potenzen (X — (xj^ befinden (wo die a^ die Wurzeln von a^ sind), 

und diese sich zu sechs Involutionen combiniren , so haben wir 
als Seitenstück zum letzten Satze: 

(tj jjEs giebt sechs (und nur sechs) Dupel- 
flächen zweiter Art, deren eine Regelschaar dem 
Coniplexeag = angehört. Sind diese die Flächen 
(aj Oj^) so sind a^, a^^, a^, a^ die vier Wurzeln der 
Form a^.* 

Wir verlassen damit die Betrachtung der Covarianten einer 
biquadratischen binären Form auf der cubischen Raumcurve 
und wenden uns der allgemeineren Aufgabe zu^ die beiden 
Theorien des Normkegelschnitts und der cubischen Norm- 
curve gegenseitig in einander überzuführen, wie es schon 
pg. (52 in Aussicht gestellt war. 

§.20. 

Das Verbindungsgebiet zwischen Normkegelsohnitt and cubischer 

Normcurve. 

()8. Schon in Nro. 43 war der Satz abgeleitet, dass die 
(ilcichung eines Kegelschnitts in der Ebene, in homogenen 
Coordinaten .r^, .r^, x^ geschrieben (wobei von irgend einem 

Punkt X der Ebene das Tangentenpaar a, ß an den Norrakegel- 
schnitt g<^ht, dessen Argumente durch 

bestimmt sind) zugleich alle Sehnen a, ß der cubischen Norm- 
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eurve darstellt, die einem ganz bestimmten (allgemeinen) line- 
aren Complex angehören, und damit auch den Complex selbst; 
und umgekehrt 

Dadurch wird es obue Mühe eniiöglicbt, eine vollstiindige 
Abbildung der Complextheorie aiif die Kegelschnittstheorie 
durchzaAihrcn. 

Da eine eoluhe Durcbt'Uhruiig aus dem Bahmen unserer 
(Jtilcrsachuiig su sehr heraustreten wUrdo,' so mag es gentigen, 
auf einige Hauptpunkte aufmerksam zu machen. 

69. Wir knilpfen der Eiiifachbcit wegen an die letzten 
Krürlerungeii des letzten Paragraphen an, die sich auf die 
Eigenschaften de» Coniplexbiischela 

stlltKt«!!, deBBen gcmcinsiime Congruenz zu Directricen die 
Behne und Axe (Ü, <3c) der Norincurve besass und dessen In- 
dividuen alle mit der Curve die vier Tangeuten 0, 0, oc, oo 
gemein hatten. 

Wir Buchen dio einem Complexe (I) angehörigen Sehnen 
(Axen) der Curve d. h. den ihm entsprechenden Kegelschnitt 
üer Kbcno. 

Aus der Daratelluugsfonn einer Raumgeraden (mittelst 
der sie treß'endeu Tangenten der Gurvo) (11) 



fclgt«(pg. 00); 






l\,) >■ 



= 



, + K« 



(3)P-3p„ = 
I>ies bat Kuniichst stnr Folge : 

i*)P„ i>„ = r: ^ — 6i = sj _ (12 Ä^ S^ — 3 Sj Sj + S*) 

=3{— 4 »(.s^H-s, Sg). 

Seien die vier Argumente (Wurzeln von (2)), aus denen 
tidi die »I zusaiumensotzcn : a, ß, y, S, so stellt (2) eine Sehne 
rrap. Axo der (Jurve dar, wenn a. = ß = X^; y = 5 := X^. 
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Wird daon 

\ + >^, = — I ^1 ^ ^^ ^ 



gesetzt, so gebt Gleiehang (4) über in ^) : 

(5) a^a^ (a^ o^ — oj) = 0. 

Da die Sebnen in die Äxen dureb Vertauscbuiig von 3 p^ 

mit p^^ übergeben, so stellt das Kegeisebnittpaar (5) die Sebnen 

und Axen der beiden (speciellen) Complexe 

(6) Po, = 0, |»„ = 

dar. Es ist aber leicbt, beide Eegelscbnitte in der Weise 
zu trenucn , dass jeder nur einem der Complexe (6) entspriebt 
und umgekebrt; man braucbt nur zu bemerken, dass die Sebne 
(0, Qc) nur dem Complexe 2>|g = allein, und ebenso, dass 

dieAxe(0, oc) nur dem Complexe p^^ = allein angebört. 

Andrerseits baben wir damals (Nro. 32) festgesetzt, dass 
die Punkte der Ebene (also die Tangentenpaare des Norm- 
kegelschnitts) den Sehnen der cubiscben Normearve entsprech- 
end gesetzt werden sollen. 

Mithin kann das Tangentenpaar a^a^ = 0, da sein Schnitt- 
punkt der Sehne 0, oo entspricht , vermöge seiner Punkte nur 
den Sehnen des Complexes p^^ = entsprechen. Daraus folgt 

sofort : 

a) ^Die Punkte des Kegelschnitts j^a^ = 0, a^ = 0* 

entsprechen sowohl den Sehnen des Complexes 
^jj = 0, als den Axen des Complexesp^^ = 0; reci- 

prok die Punkte des Kegelschnitts a^a^ — a^=:0 

sowohl den Axen des ersten, als den Sehnen des 
zweiten Complexes.* 



*) Die beiden Kegelschnitte (5) a^a^ t= und a^a^ — aj = 
Bind dann suglcich die beiden den Normkegelschnitt in zwei Pooktoo 
(0, Qo ) berührenden Kcgelsclinitto, denen unendlich viel Dreiecke ein- und 
Ni unibeschrieben sind. 






Uie Itcyo'scbc ApoluritUt imd die Nurniciiivi 

70. Wir wissen ferner von früher (pg. llf), das* der Null- 
Domplex 3 jiyj — 1>^^ ^ (s-ermöge Beioor Selineo) dem Norm- 
Icgelscbiiitt 4 a^ a^ — a^ = ciitspriclit, sowie der zu ihm (in 
Bezug juif dns Paar (6)1 himnoiiiscEie Complex ^ P„j-\-p,^ ^ 
dem de» Normkegelachnitt tragenden Kcgeleclinitt des BllachclB 
o„ <j, — i oj := d, li. dem KcgelstLiiitt 2 o^ o^ + ^ = 0. 

In der Tliat folgt dies auch sogleicli aus den Formeln 
{2). Denn es ergiebt sich 

iDitbin für die zugehörigen Sehuen: 

(8) 2 o^ a^ + a[ = 0, (4 a,, o, — oj}* = 
Verstellt mau duher unter den p^^ die Liuiencoot'dmaten 
silier .Seline (der cuhiaelien Curve) so kann man setzen: 

wo X dadurch zu bestimmen ist, dass 

(3 j) — -p =L (f übergebt in -i o o — uT = und 
.1 p^j + pj^ = Ü „ , 2 CT^ o^ H- 7* = Ü. 

Die« leistet ober nur der Werth X ^ — 3, ao daaa wir 
tftbeo : 

ll 1) p P|j := — 3 Oji o^, 3 p p,,^ ^ 0,1 Oj d^ 

Es bätte dies auch unmittelbar aua der Gleicbung (32) 
Nro. 42, iu Vergleiebung mit der Gleichung eines allgemeinen 
incaren Coniplexes (33) gefolgert werden köTmon. 

Daraus ergiebt sich denn aofnrt wieder, 
[Komplex 

Qbergebt in : 

(12)o„-3j(n— 3) — »(3j = 
uJ (bei Vertanschnng von 3 p^j mit p^^ oder, vs 
Ton n mit - ) der Complex 



irgend ein 



daaaelbe ist, 
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(1)' 3 1>^, 4- ni>„ = über in 

(12)' a, a, (1 - 3 n) - oj = 0. 

Diese Kesultate mögen in dem Satze niedergelegt werden: 
ß) ^Die Punkte des Kegelschnitts H 

(12) a, o, (n - 3) - « oj 

desBtischels a^o^ — A:a* = repräsentirensowohl 
die Sehnen des Complexes 

des Btischels^^j — ^' P\% = ^> alsdieAxendesCom- 
plexes 

desselben Büschels und reciprok die Punkte des 

Kcgelschni tts 

(12)' a, o, (1 - 3 n) - oj = 

den Sehnen des Complexes (lyund denAxen des 
andern (1). 

Die einander so zugehörigen Complexc (1) 
(1)' resp. Kegelschnitte (12) (12)' bilden eine (ge- 
wöhnliche) Involution; deren Doppelelemente 
(w = +l)dieComplexe 

(7) 3 i>,3 ± !>„ = 
resp. die Kegelschnitte sind 
(lO)iV:..4o,o,-o« = 0, /•:-2a,o,-Ha« = 

(wo /'den Normkegelschnitt N trägt).* 

In der That sind ja die Complexe (7) unseres Büschels die 
einzigen , die bei Vertauschung von 3 p^^ mit p^^ in sich über- 
gehen. 

71. Der Beweis dieses Satzes möge nach rechnerischer 
Seite hin durch die direkte Umformung der Complexgleichnng 
(1) in (12) mit Hülfe der Beziehungen (3) ergänzt werden. 

Wir erhalten: 
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(13) 3 n p^ +!>,, = s, (» + 1) ± Yßi (n - 1) = oder: 
s] (n + 1)* - (n - 1)* (12 «0 «« — 3 «, Sg -H«!) oder: 

4 n s* - 12 (n — 1)* «^ s^ + 3 (n - 1)» s, s, = 0, 
mithin durch Uebergang der s in die o 

(14)o*aJ{4»-3(n- l)«} + cj»cj^o44n-H3(n- 1)*}-Hncj*=0. 
Dies ist aber nichts anderes als: 
(15) [a, ajl - 3 n) -- a]!] [a^ a, (n ~ 3) - n o\] = 
d. h. das Produkt der Gleichungen (12)' (12). In der That 

ändert sich ja (13) bei Vertauschung von n mit - nicht. 

In welcher Weise aber dann die beiden Faktoren der 
Gleichung (15) den beiden zugehörigen Complexen einzeln ent- 
sprechen, erhellt aus irgend einem speciellen Werth von 
n, z. B. n = (cf. Satz a). 

Für n =: 3 erhalten wir den ausgezeichneten Kegelschnitt 

(16) o; = 

dem also der Complex 

(n)9i>^+2>,, = o 

entspricht. Dessen Sehnen waren aber gerade die Geraden der 
einen Regelschaar der Fläche 

(18) 9x^ x^-x^x^ = 

die bekanntlich ganz durch die cubische Curve hindurchgeht. 

In der That stimmt dies tiberein mit dem Ergebnisse der 
pg. 56, wonach die Punkte einer Geraden (a^ = 0) die 

Sehnen einer durch die Curve gehenden Fläche zweiter Ord- 
nung repräsentiren. 

Der zu (19) in Bezug auf das Paar (6) harmonische Com- 
plex entspricht dem Kegelschnitt 

(19) 2 o, o, - a* = 0. 

Dies ergiebt aber in Verbindung mit dem Kegelschnitt (8) 

(20)2o^o, + aJ = 0: 
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Y) ^Die beiden Complexe 9p^^ + P,, = sind 

dadurch ausgezeichnet^ dass sie einmal harmo- 
nisch sind zum Paar (6) 

(6)i,,3 = 0, p,, = 0; 

andererseits ist aber auch das Paar 

(21)i>„ = 0, 9i,„3 + p„ = 

harmonisch zu dem andern: 

(22) 3 i>,3 + p,, = 0, 9p,, - j,,, = 0; 
und ebenso (durch Vertauschung von 1?^^ mit 
— i^ig)' ^*8 Paar 

ist harmonisch zum Paare: 

(24)3i,„,-i,,, = 0,9i,,,+p,, = 0.« 

72. Kehren wir jetzt zurück zum Hauptsatze ß, so können 
wir ihn sofort für irgend ein Complexbüschel, dessen gemein- 
same Congruenzdirektricen in Bezug auf den Nullcomplex d«* 
cubischen Curve conjugirt sind, d. h. ein solches, dessen Com- 
plexe alle mit der Curve dieselben vier Tangenten 

(25) aj = 
gemein haben, erweitern. Nach pg. 77 liess sich dieses Büschel 
in die Form bringen : 

(26) a. + k (3 p^ - pj = 

das durch Vertauschung von 3 p^^ mit p^^ übergeht in 

(27) a. -Ä(3i,„,-i,,,) = 0. 

a^ = entsprach demjenigen Kegelschnitt aj des Büschels, 
dessen Grundpunkte auf dem Normkegelschnitte liegen und 
durch (25) dargestellt sind, und der den Normkege'" 
schnitt trägt d. h. es ist der Complex des Büschels (2o) 
für den die ihm angehörigen Sehneu und Äxen der cubischen 
Curve dieselben Argumenten paare besitzen (d. h. die ira Null- 
complex einander conjugirt sind). Nennt mau eine solche 
Sehne und Axe einfach conjugirt, so hat man: 
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S)^Die Complexe des Büschels (26) bilden eine 
(gewöhnliche) Involution, deren Doppeleloniente 
gegeben sind durch 

(28)a. = 0, 3i>,,-p„ = 0. 

Irgend ein Paar der Involution hat die Eigen- 
schaft^ dass die Sehnen (Axen) des einen Com- 
plexes des Paares conjugirt sind zu den Axen 
(Sehnen) desandern. 

Die entsprechenden Kegelschnitte bilden 
eine Involution, deren Doppelelemente der Norm- 
kegelschnitt und der ihn tragende (undausihm 

das Punktquadrupel aj[ = ausschneidende) KTegel- 

schnitt sind. 

Die Punkte irgend eines Kegelschnitts des 
Büschels 

(29) a* + Ä; (4 a. a, - a«) = 

repräsentiren die Sehnen desComplexes 

(26) a. + Ä (3 j,„ - p„) = 

und zugleich die Axen des andern 

(27) o. - k (3 p„ - i,„) = 0. 

Das "Umgekehrte gilt von den Punkten des 
Kegelschnitts 

(29)' aj - Ä (4 o„ o, -a\) = 

der mit (29) ein Paar der angegebenen Involution 
bildet.« 

73. Ein ausgezeichnetes Paar in der Complexinvolution 
bilden die beiden speciellen Complexe des Büschels 

(26) a, + Ä; (3 p^^ - j,„) = 

deren Axen die beiden Treffgeraden des Tangentenqnadrupels 
a{ sind , die ja in der That nach pg. 69 durch Vertauschung 
von 3 p^ mit p^^ d. h. von -|- k mit — Ä in einander über- 
gehen. 
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Die beiden zugehörigen Werthe von Tc fallen nur zu- 
sammen, wenn die Invariante ivon aj verschwindet (cf. pg. 117) 
und a = ist dann selbst der specielle Complex des Büschels. 

In der Tliat ergiebt die Bedingung, dass (26) einen speciellen 
Complex vorstellt: 

(30) %a^ — ia^% + ^ («2 — Ä*) = oder Je = [T^. 

Wir können daher Satz (5) so vervollständigen : 

5') Der Complex a^ = (der unter alleu-C.om- 

plexen, die die vier Tangenten aj = mit der 

Curve gemein haben, dadurch ausgezeichnet ist, 
dass er zu sich selber conjugirtist) ist in Bezug 
auf das Paar der beiden speciellen Complexe 
dieses Büschels 

(31)«.±|/;(3i>^-i'„) = 

zum Nullcompl ex der Curve /iarwoniscA,* 

Genau dieselbe Bedingung (30) sagte aber aus (pg. 99), 
dass die den beiden speciellen Complexen (31) entsprechenden 

Kegelschnitte H^, H^ die waren , (die aus N^ das Quadrupel aj 

ausschneiden und) denen unendlich viele Dreiecke ein- und N 

umbeschrieben sind. Daher lautet der zu (S') analoge Satz der 
Ebene: 

5') ^Ist ein Kegelschnittbüschcl gegeben 
/*-[- Äcp := 0, undträgt/'denKegelschnitty, so ist 
das Paar des Büschels Hj, H^, denen unendlich 

viele Dreiecke ein- und cp umbeschrioben sind, 
harmonisch zum Paare/', cp.* 

74. Dieses Entsprechen der speciellen Complexe und 
der Kegelschnitte H möge noch des Näheren erörtert werden, 
da sie das nothwendigste Vehikel bei der Durchführung der 
Verwandtschaft beider Theorien sein müsste. 
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Wir wollen zu dem Zweck imigokclirt von den Kcgcl- 
actinitten H (bei gegebenem N^) ausgehen: wir denken uns also 
irgend einen solchen und ein Dreieck, das ilitn und N^ umbe- 
sehrieben ist, dcasen Seiten aUo durch drei Argumente X^, X^, Xj 
bestimmt sind. Dann repriisentircD die drei Eckpunkte dieses 
Dreiecks (X, X^) {X X^] (X^ X) drei in einer Ebene liegende 
Sehnen der Normcurve. Drei solche Sehnen können aber 
cinetn allgemeinen hnoarcn Complexe nie angehören (da 
sie ju sonst, weil in einer Ebene beüudlich, durch einen Punkt 
gehen miiutcn), sondern nnr, wie bekannt, einem speciellen, 
deueii Axe dimn in der Ebene der drei Sehnen liegen niiiss. 
(Dann gchürt aber auch jede Gerade jeder durch die Axe 
gehenden Ebene dem Complese an, d. h. dann giebt es unend- 
lich viele Dreiecke, die N um- und H einbeächrieben sind.) 
Sa nun jeder KegeUclinitt, der durch die Ecken irgend eines 
JJj umBchriebenon Dreiecks geht, ciit Kegelschnitt H ist, 
so folgt : 

«) ,Den epccieUen linearen Complexon H.im 
Jlttume entsprechen bei unserer Abbildung auf 
die Ebene die Kegelsclinitte tl und umgekehrt, 
unit zwar ist das (Argumenten-) Quadrupel //der 
Schnittpunkte von Hmit dem Normkegelsehnitt 
ideiitiach mit dem Quadrupel der Tan gen ten der 
cubiflchrn Normcurve, diu die Axe dus Uora- 
plexva treffen." 

75. Zu jodein Kegelschnitt H gehörte aber ein „con- 
jngirter* Kegelschnitt H', der gleichfalls mit N^ die Punkte Jl 
gemein hat und mit H inirmonisch ist aum Paare .V^, f, {wo f 
der Kegelschnitt des BUsthels H, H' ist, der N^ trugt). Die 
Gleichungen von H und H' gingen durch Vertauschung von 
3 p^ mitpjj in einander über. Dadurch geht aber auch der 
Complex H in seinen conjngirten H' über (dessen Axe zur Axe 
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von U eonjiz^rt ist in Bexog aaf den Nollcomplez der Cnnre) : 
andreneiu verUcscLen scb dabei die Sehnen und Äxen des 
Coiuplexes U. sowie die Axen und Sehnen von H' d. h. 

e'; .Die Punkte des Kegelschnitts H reprä- 
sentireu die Sehnen der cnbischen Cnrve, die 
dem CotnplexeH angehören (d.h. seine Axe tref- 
fen', und zugleich die Axen derCnrvei die dem 
conjngirten Complexe H'angehoren: entsprechend 
die Paukte des za H eonjogirten Kegelschnitts 
H'die Carvenaxen des Complexes H, sowie die 
Carvensehnen des Complexes BT.* 

76. Von deo Kegelschnitten H wissen wir nach Früherem 
noch Folgen 'les. Die H ein- und N^ nmbeschriebenen Drei- 
ecke sind Poldreiecke eines bestimmten Kegelschnitts Fj der 
mit N^ das Tangentenquadrupel H gemein hat und N^ trägt. 

Ausserdem r uh t ^) er noch (als Klassenkegelschnitt aufgefasst) 
auf dem Kegelschnitt H. 

Ebenso verhält sich zum Kegelschnitt H' ein anderer, Fy 
gerade «o, wie eben l*' zu H. Es mag dies jetzt noch schärfer 
dahin betont werden: 

^) ^In der Schaar der Kegelschnitte, diemit 
einem festen (N^) ein {jg an e beliebiges) Tangenten- 

quadrupcl //geraein haben, giebt es ein Paar von 
solclien, die iV^ tragen. Sie seien 1^, F'. • 

Andrerseits giebt es in dem Büschel von 
Kegelschnitten, diemit demselben festenKege 1- 
Hclini tt (iVj das Puuktquadrupel ^gemein haben, 

ein Paar von solchen, denen unendlich viele Drei- 
eck e ein- und N- umbeschrieben sind. Sie seien 

II, II'. 

*) Kb folgt (lies ja auch unmittelbar daraus, dass es Pol dreieek^ 
Ton F giobt, dio II o i n beschrieben sind. 
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Dann Rind sicli II und F, bezijglicli W und F' 
eindeutig dadurcli zugeordnet, dasa immer der 
erstgenannte Kegelte hnitt den Kwcilcn stützt, 
nni! KUgleicli immer die demerstcn cinbescli ri e- 
benen Dreiecke Poldrciecke des z weite n sind. 

So geliört alsozu irijoid einem Kegelschnitt 
F steta ein nnd nur ein Kegelsclinittll und um- 
gekehrt. Dalier mögen aucli des Weiteren zwei 
solche Kegelschnitte als „zusammengehörig" bc- 
seichnet werden." 

77. Die H resp. 11' einboschrlebenen (und N um- 
beachri ebenen) Reihen von Dreiecken bilden mif N zwei zu 
einHoder conjiigirte luvohitionen dritter Ordnung (cf, pg, 96), 
die wir noch kurz mit Rücksicht ;uif unsci-e Abbildung in'a 
Änge fassen wollen. 

Eben noch zeigte sich, dass die „Il-Drciecke" (wie sie 
; heisseu mögen), sofern sie N^ umschrieben sind, der 
Involution eorrespoudiren , die die Ebenen durch die Axe 
dem Kegelschnitt 11 entsprechenden Complexea l[ aus der 
cobischen Normcurve aussdineiden (oder kürzer: ,dcr Ebenen- 
Involution der Complexaxcn H'). 

Da» Analoge gilt fUr Kegelst-bnitt- und Complex 11'. 
Da aber die beiden Complexaxcn H, 11' in Bezug auf den 
Nullcomplex der cubischen Curve einander coiijugirt sind, so 
ist die gPunktinvolution" (dnsDualietiscbezurEbencninvolutton) 
der einen identisch mit der Ebeneninvohition der andern, und 
die „Ebcneninvolution" der ersten identisch mit der Punkt- 
iovolation der zweiten. Daher können wir dies so auadrUrkcn: 
i]),Die beiden durch die H-, resp. H'-Dreiecke 
au fMj bestimmten Tnngenten Involutionen (dritter 
Ordnung) sind zugleich die beiden Ebenenin- 
Tolutionen der Complexaxcn H, resp.H' und die 
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beiden Punk tinvolii tionen der Compl exaxen IV 
reep. H.« 

Nun gellt von jedem Punkte der Complexaxell eineSeline 
an die ciibische Curve. Ist das vom Punkte an die Curve 
gehende Ebenenti-ipel dargestellt durch aj, so schneidet (et 
pg. 59) die Sehne aua der Curve die zu aj gehörige Covarianto 
A aus. Andrerseits entspricht dieser Sehne, ein bcBtirarater 
Punkt dea Kegelschnittes II, und zwar der, von dem das Tan- 
gentenpaar A an den Normkegelsclmitt N^ geht. Umgekehrt 
entspricht jedem Punkt auf )1 eine Sehne der cubischen Curve, 
die die Coniplesaxe H in einem bestimmten Punkte a' trifTt, 
Dies ergiebt aber in Verbindung mit dem letzten Satze: 

x)„Die durch die Involution dritter Ordnung 
der H- Dreiecke (auf Nj) bestimmte quadratische 
Seh aar der zugehörigen Formen 4 führt mittelst 
ilirer Tangentenpaare zu den Punkten desKegcI- 
Bchnitts H' (und die durch die H'- Drei ecke be- 
stimmte Sc haar der Formen 4' zu den Fnnkten 
vonll).« 

78. Wir werden bald nachher (Nr. 107) den einfachen 
geometrischen Zusammenhang zwischen einer cubischen Form 
nnd ihrer quadratischen Covariante, wenn beide auf einem 
Kegelschnitt dargestellt sind, kennen lernen, 

Zunächst fragen wir jetzt nach der Bedeutung des obigen 
Satzes über die „Zusammengehörigkeit" der Kegelschnitte H ' 
reap. H' mit F res]). F', für den Raum. 

Nach pg. 112 entspricht einem Kegelschnitt F, der N^ 
trägt, ein (in Bezug auf den Nullcomplcx der cubischen Curve) 
sich selbst con jugirter linearer Complexi^. Schneidet der K^el- 
achnitt F aus .V^ das Quadrupel f aus, so ist auch f das Tan- 
guntenquadrupel der cubischen Curve, das dem Coraplex F an- 
gehört (cf. pg. 111). Das Nj und F geraeinsame Tangenten- 
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c)Uft(Irupel // ist die Heaae'ache Covariaute von f; dasjenige 
Tangentenquadrupel, das der zu 7^ gehörige Kegelselinilt (I 
mit N^ gemein hat (cf. pg. 108), die Covariante ^2jf~3 i H." 

Für den Complex F stellt // die vier Punkte der cubi- 
»chen Curve dar (cf. pg. 115), deren im Coraplexe ihnen zn- 
gebörige Ebenen die Cnrve bertihren: die lierühruugspunkte 
sind die Form „2 j f — 3 i H". Dem zu H conjngirten Kegel- 
aclinitt H' gehört der Kegelaehnitt F' zu, der aus N^ das 
Quadrupel/" aussuhneideu möge. Dann ist /fauch die Ilessc- 
scbe Covariaute vmi f, und auch die Invariante t ist beiden 
Formen f, f gemeinsam. Daher hat der Kegelschnitt H' mit 
N das Tangeutenquadrupel „2 j' f — 3 i fl" gemein (die 
Form f Dobat den sich daran anschliessenden wird weiter 
unten noch näher bestimmt werden^. 

Endlich entsprachen (cf. jig. 9'!) den I'oldreiseiten von 
F, die Nj umschrieben sind, diejenigen Uegelschaareu dreier 
Tangenten der cubiachen Curve Nj^, die dem Complexe F an- 
gehören, und den Polvierseiten von F, die N^ umschrieben 
«nd, diejenigen Tangenten cimidnipol der cubisrhen Cnrve, 
deren Trefigeradcn den Complex F bilden. Daher kann man 
deo Zusamnieuhang zwischen den Compluxcn V, F', U, H' 
dahin formulireu : 

C,) „2t a irgend einem Taugentenquadrupcl 
einer cubiicheu Raumcurve U, dessen Treffge- 
raden H, H' aeiou, gehört stets ein Paar sich 
B e 1 b B t c o u j n g i r t e r C o m p 1 e X e F, i^' mit folgenden 
KigetiBchaften. 

Die vier Punkte der Curve, deren in den Co m- 
plexen F, F' ihnen zugeordnete Ebenen dio 
(.,'di-vc berühren, sind beidemal dieselben und 
xwnrdie Borilhruugspunkteder 'l'angoutcn H. 

Die Itegelsc haaren dcrinitder Khencninvolu- 
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tionllresp.H' ideDtiacIienTangeDteDiDvolatioD (dritter 
OrflnDDg) gehören dem Complexe F reap. F" an. 

Dadurch gehört zn jedem aich selbst conja- 
girtcD Complexe F eine bestimm te Gerade II uud 
umgekehrt," 

711. Wir fragcD nunmehr nach den ebenen Bildern der 
Geraden eines speciellen linearen Complexes H. Diese Frage 
löst eicli durch die andere: 

Welche Itezichung herrscht zwischen zwei H- Kegel- 
schnitten, H, H|, wenn die Axen der ihnen entsprechenden 
Complexe H, 11^ sich treBen sollen ? 

Wenn die Geraden H, H^ aicb treffen, so haben sowohl 
ihre beiden Ebenen- hIs Pnnktinvolutionen je ein Tripel ge- 
meinsam. 

Demnach giebt ea ein N^ umachriebenes DreJseit, durch 
dessen Ecken H, U^ und ein zweites desgleichen, durch de^ea ' 
Ecken die den letzteren conjngirtcn Kegelschnitte H', H', 
gehen. 

Nun giebt es im allgemeinen vier Sehnen der cubiachen . 
Curve, die irgend zwei Eaumgerade treffen, entsprechend den t 
vier Hchnittpunktcn der beiden H-Kegelschnitte. I 

Da sich in unserm Falle die beiden liaunigeraden treffen, i 
HO bestehen die vier erwähnten Sehnen aua den drei Sehnen, 
die in der Ebene beider Geraden liegen, nebst der einen, die 
durch ihren gemeinsamen Punkt geht. Dies ergicbt zufolge 
des Satzes (e'): 

X) gSolIeii die Axen zweier specieller Com- 
plexe H, HjSich treffen, so muss eines der vier j 
Dreiecke, die man aus den Schnittpunkten der] 
entapreeheuden Kegelschnitte U, Hbildenkann, 
demNorinkegelsclinittN, umachrieben sein, und 1 
■ei daher durch die cubieche Form ^^dargea teil t. j 
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DiisGIeiche gilt dann von den be 
giften Kegelschnitten H', H',. 

Dil! liezUglicIie cubisclie Form sei tj'^. 

Dann sind die Punkte (cf. pg. 59) der Tangenten- 
paare A, A'(wq dieae Formen die quadratischen 
CovarittDten von r^, t)'* 8ind)die «ierie» Schnitt- 
pnnktcderKegelBcbnitte H' H', resp. H, 11^," 

Dnraua folgt dann sofort für die Geraden eines apeciolleii 
Couiplexcs H: 

Xj) „Den Geraden ein es speziellen Coniplcxüa 
H entsprechen alle H-Kogolschni tte, die diircU 
die Ecken irgend eines der dem Co in plexell ent- 
sprechende n K egelschnitte II ein- und N^ iiiiibti- 
BchricbenenDreieckehindiirchgehen. 

Dem Netz der Kegelachnitte, die durch die 
Ecken irgend eines dieser Dreiecke gehen, ent- 
spricht das Geradenfeld einer Ebene durch die 
Complexaxe." 

Und da alle diese Dreiecke Poldreiecke des Kegelschnitts 
/'aiiid, BO kann man unsenn kSatze (cf. die Anni. p^. 13S) iiuch 
die Form geben : 

X^ sDen Geraden eines speciellen Complexea 
H entsprechen alle H-KegetBclinitte, die den zum 
K6gelacbnittH(derdem Cutnplex entspricht) ge- 
bor igen Kegelschnitt f tragen. 

Die Quadrupel der Schnittpnnkte aller dieser 
H-Kcgelsclinittc mit dem Normkegclschnitt 
(aVj)aind identisch mit den Quadrupeln der Tau- 
geutco, die die Geraden des Coniplexes II 
treffen. 

Spociell ist die Axe des Complexes selbst 
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eine Gerade desselbeD, also trägt der Kegel- 
schnitt H gleichfalls J*. 

Daher erkennt roan, wie dieser Satz mgldch eine Yer- 
allgemeiuemng des Satzes (Nr. 76 anm.) ist. 

Um die allgemeinere Frage nach den Bildern der Ge- 
raden eines ganz allgemeinen Complexea zu beantworten, 
legen wir zunächst den algebraischen Inhalt der Sätze ^X' 
auseinander. Es wird dies zugleich vorher Gelegenheit geben, 
die wichtigsten hierhergehörigen Formeln (die sich bis jetzt in 
den Paragraphen IC bis 20 zerstreut finden) einmal Oberaicht- 
lich zusammenzustellen und dann nach einigen Richtungen hin 
zu ergänzen. 

§. 21. 

Fortsetznng. Die Apolaritätsformeln f&r (lineare) Complexe und 

Eegelschnitte. 

80. Wir gingen ursprünglich von der binären Form /"aus: 
(1) f--a{ . a^X* + 4a,XV + 6a,X*tL* 

+ 4 «3 X|x' 4- a^ (i\ 

Dann war die Gleichung des linearen Complexea^ dem die 
Coiigruenz der beiden Treffgeraden des Tangentenquadrupels 
/' (der cubischen Normen rve N^) angehört und der in Bezug 

auf den Nullcomplex der Curve sich selbst conjugirt ist: 
(2) a - a^s^-ha^s^ + a^s^ + a^s^ + a^s^^O. 

Die Seimen (und zugleich die Axen) der Curve ^ die diesem 
Complexe angehören^ bilden sich auf die Ebene des Norm- 
kegelschnitts N^ ab als die Punkte des Kegelschnitts^ der N^ 

trägt: 

(3) 7'"*) al r. a,al-\-2 a, a„ o, -h 2 a, o, o, 4- a, of 



4 • 



■+■ «, (2 % o, -h c^) = 



*) Eh tritt von jetzt ab dio Notbwendigkoit ein, die Bezeichnangea 
noch Hchärfor zu unterscheiden, als es bisher nöthig war. Dazu dienea 
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Dann war die Involution (dritter Ordnung) der X^ um- 
•cliriebenen Poidreiseite von f dargeatellt durch : 

«ahnitl«) : 

a) Dk iiDBer Nurinkegeliiclmitt und unsere ciibinclii: NormcurTe in 
(cv&lilt lind, dasa die Thuurie Ata letilern auf die dus eralercn dadurah 
UKrtfBecn winl, dasB (ef. Nr. 32) einor Scboc (X, X^) von N^ der Punkt 
4«r Ebene (X,, X^ (mit den l'ungentoa X^, X^ od N^) enli>pricbt , 80 wird 

Kvgt-lBChiiitt doi Ebeno, dcasen Punkte deu i^elin^u oinos 



i«hni 



■). Dem 



lexes c enteptechen, t'IcichrHllB dnr Kegol- 
in t (oder „der Sebnenkegelgchnitl dos Com- 
Coinplexee (in Beiiig aurden NullcomplDx der onbisoheu 
orve, W»« der Küi-eb wegBB gewöhnlich fohlt) conjugiite Compliat hei?9t 
vt Cumplei c': ebenBo der enttprecbendn KcgelBcbnitt c' der iiitu Kegel' 
ihiiitt « [^onjngirte. 

Dann nntsprUht aucb der KegHlüch ni It c' mHltlet 
»ei aer Pnokte dun Aien (vnn N^), die dem Coxiplnxe e an- 
reu (heine als«: „der Axen kogalso hn i tt des CumpJeioH c"). 
D der Kvgelicliiiitt {3) ilIb AsvnkcgeUclinitt der Gemtlon rrecbeinl, 
Strahle ncoordinaten /',^ die Uoefliciuriliiii der IIeii<'i;'BChsii Form S 
(•) do Form / ll) ailld, so iat damit seine Bezeichnung „f"" gefordert. 
Daitiil ftimint fortaal der Umstand (]bt<rBin , dua die N, iim- 
Poldreisoile des Kegelschnitts F' (,3) diejenige tnTOliition 



Onlnnng anl N^ bilden, die dm' der ersten Pulnren von / (1) 
ronjiigirt Ut. sn dw«s also auuh in dieser Hinsloht der Aciwint ein uharakle- 
ätltaclwii Mcikmai den Kegelsthnitti andeutat. 

b) Die N- tragenden Kegslscbnitle werden mit Inloiniscben Biich- 
taboB belegt (gew^bnliub die /'-Ki^dscbnitio (In UoziHhiing xu einer 
'«riti /) gmannl). Dagegen die Kegel svbn i tie , denen Dreiseile eiO' 
sd N, nmbetohrlcbm] sind , mit grieobisohon Buahstaben (gowlthuliah die 
[ KegelMihnllte gouanut, iu Uejiehiuig ku einer Form H (Uj, der llease- 
ih«. ..». /(!)). 

Dioaa tclctere Buieichnung liat InBufern allvrdliiga etwas Misilicbes, 

Kl» M>[i«t den KlaiBonkegoUcbn itten diese (gricohiBchi^j BeBcich- 

:Iegt wird , und dadurch einige Collieionen un vermeid lieh sind, 

rroudem bibe icb mich nir die gewühlte Art entschieden, da der an- 

egebaiM Gcgeniati der /''- und U'KegDlsabnitte in uDiorer Theorie den 

W. rt. M*I<-. Almlultkl. 10 
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(4) 



A^-^J^-a^X' + S a^ XV + 3 a, X,i' + «s Ji' 



Andrerseits ist dies die Involution der Tangententripel 
auf N^, deren Regelschaareu dem Complexe a ^ ange- 
hören. Die sämmtlicben Verbindungsebenen der zugehörigeo 
Berühruugspuuktetripel gehen durch die eine Treffgerade des 
Tangentenquadrupels (1) (und diese heissc die dem Complex 
(2) «,zu gehörige*' Gerade) und die sämmtlicben Schuitt- 
punkte der Ebenentripel^ die sich in genannten Berührungs- 
punkten der Curve anschmiegen^ durcbhiufen die andere Treff- 
gerade desselben Quadrupels (1). Oder kürzer: 

Die Involution (1) ist die Ebeneuinvolution der zum Com- 
plexe (2) zugehörigen Geraden und zugleich die Puuktinvola- 
tion der zu jener conjugirten Geraden. 

Für die zu (4) conjugirte Involution gilt dann das Um- 
gekehrte. Nun waren (cf. Nr. 36) die Axencoordinaten einer 
Geraden^ deren Ebeneninvolution durch 

Mx = w, X' -h 3 M^ X' + 3 Uj X + 1«^ 

«'x = ^3 X' + 3 v, X' -^ 3 t;^ X + t;^ 

gegeben ist, die folgenden: 

(6) cx^ik = {^v\^ 

woraus sich die Liniencoordinaten derselben Geraden in b^^( 
kannter Weise mittelst der Beziehungen : 

(7)pp,^ = g,^(i, *, ?, ». = 0, 1, 2, 3) 

ergeben. 

Somit lauten die Liniencoordinaten der Geraden mit «J«r 

Ebeneuinvolution (4): 



gewöhnlichen dualistischen an Wichtigkeit übertrifft. ^ Im Obn'geo 
ist durch eine theilweiso mehrfache Bezeichnung gesorgt, dass Miuveritinfl' 
nisse nicht wohl möglich sind. 



(5) 
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(8) pp^, = %a^ — a\, 



P^to — %% — «1 %y 



P1^28 = %% — %^ Pi^si = ^1 «4 



S«3' 



a 



2' 



ö^i«3- 



*^^12 4 

Mit Einfiihruug dieser 2?^^ wird danu die Hesse'sche Form 
von f: 



(9) H = 



dA^ 


dA^ 






'dX 


^|ji , Lljj A^^ 


dA^ 


SA, 


^21 ^W 


'{~8X 


5(1 







l'll '12 

/ f 
'21 '22 



also genau identisch mit der Darstelluiigsform einer Geraden^ 
wie sie in Nr. 38 entwickelt wurde. 

3,Die ganze weitere Theorie beruht dann da- 
rauf; dass man nicht mehr die ursprüngliche 
Form /*(!), sondern ihre Hesse'schefl^ (9) zum Aus- 
gangspunkt nimmt.^ 

81. Sind die homogenen symmetrischen Funktionen der 
Wurzeln von (9) X^, X^, X^, X^, bezeichnet mit 5^^, s^, s^, s^ s^ ; 

80 ergab sich (pg. 69) : (wenn man den unwesentlichen Propor- 
tionalitätsfaktor gleich Eins setzt): 



(10) 



S S 



K6», 



2 






2 



wo i die Invariante zweiten Grades von / ist 

(^ JPos — Pj' 



(11) i = 



6 



Durch Vertauschung von 3 p mit p^, erhält man die Linien- 

coordinaten der zu (8) coujugirten Geraden. 

10 • 
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Dann lautete die Gleichung (cf. Nr. 51) des zu a' = 
(3) gehörigen Kegelschnitts H (der durch die Ecken der N^ 

umschriebenen Poldreiseite von a' = geht) : 

(12) H ~ r,» - o\p^^ -\r cjj^ p„ + o^o^p,^ "H <^ Po. 

Ferner sind die Liniencoordinaten einer Sehne (a, ß) der 
cubischen Normcurve (wenn die a die homogenen symme- 
trischen Funktionen von a, ß sind) (cf. pg. 74) : 



(13) 



i 
r/ Ol o' r/' 02 Ol' ri' OS — Ö~ 



woraus durch Vertauschung von 3 p^ m<t jp^^ wieder die Linien- 
coordinaten der Axe (a, ß) hervorgehen. 

Daher stellen die Punkte des Kegelschnitts H (12) die 
(Curven-)Axen des speciellen h'nearen Complexes H dar (wenn 
die 7C variable Liniencoordinaten sind) : 

(14) H^ = 7C^^ 1),3 4- 7C^, 1>^, -h 7C„^ 1)3, -h 1ü^3 P^ 
+ ^^03 1^12 + ^.2 i^03 = 

oder auch die Sehnen des zu H conjugirten Complexes. 

^Dieser Zusammenhang zwischen den Gleich- 
ungen (14) und (12) bleibt aber auch vollkommen 
bestehen, wenn die p^^ irgend welche Coeffi- 

cientensind, also Complex (14) und Kegelschnitt 
{12) allg emeine werden. ** 

Die Sehnen des Complexes (14) sind dann dargestellt 
durch : 

Dies ist also der zu (12) conjugirte Kegelschnitt; wenn 
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also die p Liniencoordiiiaten , der zu H conjugirte Kegel- 
schnitt H'. 

82. Die Kogeisclinitte (12) (12') gewinnen eine Uber- 
■icbtlicliere.Fonn, wenn man den neuen Kegelschnitt //' = 
einführt, der aus JV^ das Puuktqiiadrupel W ausschneidet und 
Nj trägt, also »ich zur Form H verhält, wio der Kegelschnitt 
F (3) oder aj ^ zur Form a^. Daher ist: 

(15) //J ~ 3*„ p„ + a„ o, j)j, + o, «j, p,„ + oj p^^ 

4- Ca % o. + aj) (''l' -I- ^^^) = 
nnd der zu //gehörige lineare (aich aelbst conjugirte) Coinplex: 

Daun schreiben Bich die Kegelschnitte (12) (12') auch in 
der Form : 

i; s u' =■»,'- j (3 y,, - i>„) (.* ", 1, - "',) = " 

,■; 3 H s a; + i (3 y„ - p„) (4 a. <7, - c\) = 0. 

Diese Formeln atelleii wieder bei beliebigen p^^ irgend 
zwei ullgcmejne, einander conjugirto lineare Complexc dar 
d. h. geviauer die Axen (Sehnen) der eubiBcbon Normcurve, 
dio ihnen angehören, 

Sind dagegen die p Liniencoordinaten , so kann man 

noch (II) den Faktor J P03 — l>u) <*"'^'' l/j. ersetzen. 
<Cfpg.68.) 

Der zweite Faktor (4o„i3^ — a*) stellt, = U gesetzt, den 
NoriDkogelscbnitt (N^) dm-. In den Formeln (17) steckte der 
Sat» S' (pg. 136). 

83. Kehren wir noch einmal zum Kogetschnitt J^ (3) 



(17) 



Gleichung 



Gera<ie vie djna der Kegekdniitt F (18) xam Kegel- 
ich&h; H 12* geh>t. so zizni conjoginien Kegelfldmitt H' der 
w«:ere F : 

+ ^•3^«^- 3+2«,«, ^' = 0. 

Wie H oxiti H . so u tencheiden licfa auch JP, F' nar 
durch Ven«ii=<^^ar.g von 3 p,^ and p^^. 

Neoiien wir die CoetBcieüteu in ^IS» x^, die in (12) ij^^, w 

ergiebi s:cL durcli Vergleichong : 

(10) r,^ = a^. r^, =-2 a^,. T.^ = - 2a,^r^ = a^, ,„ = v 

'i« = - *ii — ^ *« 
oder umgekehrt : 

(20) a^ = T.„, a^, = — -jy «1, — — 2", a„ — V 






Daraus ersehen wir auch; dass 

(21) a„-4a„ = ^- = ^-2,„ 

WO i^ die zu /* (1) gehörige Invariante (zweiten Grades) ist 

Dies liefert nebenbei mit Rücksicht auf die Bedeotnng 
der Gleichung 

(cf. pg. 85) den Satz: 

a) ^Die nothwendige und hinreichende Be 
dingung, dass ein Kegelschnitt einen andern 
zugleich trügt und aufihmruht; i&tdie, dassdis 
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Q u » d r u ]) I der ti c )i ii 1 1 1 ]> u n k 1 1; li e i d e i- auf e i ti e ni 
d c r H c l b c u u i n a e (j u i a n )i u r iii o n i s c ii c s ist. 
(Cf. Nr. 5B). 

Dann ist auch dasselbe Quadrupel, auf dem 
»II der 11 Kcgelacliuitt betrachtet, ein aequian- 
hnrnioniBclieB. 

Endlich ist dann auch das gemeinsame Tan- 
.f en teninadriipel heider, sowohl auf dem einen, 
■tls dem andern Kegelschnitt betrauhtet, ein 
equianharmoDisches.'^ 

Aus Friilierem (cf, pg, 80} wissen wir, daas unter dieser 
BediugiiDg (t = 0) der Coniplex (-J a__ ^ ein spezieller 
^ird und umgekehrt. 

Daraus folgt über die ErgSniiung zum letzten Salze : 

«j) „Die notbwendige und hinreichende Be- 
dingung, dass ein Kegelschnitt einen anderiizu- 
h trägt und auf ihm ruht, ist» n eh die, dass 
T 11) Bezug auf den andern zugleich einKügel- 
Ehnittfand H ist d. h. dasa es unendlich viele 
oldretseite des ersten giebt, die dem zweiten 
imbeselirieben sind, und zugleich unendlich 
yiefe Dreiseite, die dem ersten ein- und dem 
^weiten um beschrieben sind. Die beiden Schaaren 
roaPreiseiten bilden (vermöge ihrerSeitenaU 
Tangenten des zweiten Kegelschnitts) auf dem 
letzteren zwei conjugirte Involutionen dritter 
Ordnung." 

Man erkennt dies auch folgendermasBea. 

Irgend ein Kegelschnitt 

dann zu einem H-Kegelschnitto (12), wenn seine Coeffi- 
ut«u die LiniencoordiuatenidentitSt erfUUen d. h. wenn 
pg.99): 
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(22) K \. - 4 K K -H K (2 ^0, -t- K) = 0- 

Die linke Seite dieser Gleichung^ in den Coefficienten des 
Kegelschnitts (3) geschrieben; ist 

(23) a, a, - 4 a, a, 4- 3 aj = ^ 

q. e. d. 

84. Jetzt nehmen wir die Frage nach den Bildern der 
Geraden eines gan^ allgemeinen Complexes C in Angriff. 
Derselbe sei (bei ganz beliebigen Coefficienten p^ gegeben 

durch die Form (14)^ die man auch so schreiben kann: 
(24) C - n^^ i>^3 -h 7ü,3 p^^ 4- n^ p^^ + ic^, p^ 

Dann sind die ihm angehörigen Curvenaxen dargestellt 
durch die Form (12): 

(25) C* - al i>„ + a^o^ p^^ + a^a^ p^ + a,« p^^ + aji)„ 

+ ^0^2 (i^i2 — Pos) = <^ =^ 1^^ 
Mithin sagt die Bedingung (24) bekanntermassen aus, dsss 

der Kegelschnitt (25) apolar ist zum folgenden: 

(26) 4 - hI n^^ + 2 «yi^ n^^ + 2 w,«, ic^, -f tij ii„ 

+ "! Ks + '^os) + 2 ly*, «„ = 0. 
Dies ist aber der Kegelschnitt F' (18), nur daas statt der 
festen Liniencoordtuaten p^ dort variable Liniencoordiniteo 

K^ (aller Geraden des Complexes C) hier auftreten. 

Durch Vertauschung von 3 ::^ mit ic^^ geht der Complex 

C in den ihm conjugirten über oder was dasselbe ist, die Axen 
des Complexes C in seine Sehnen: de^leichen Kegel- 
schnitt ^^18"^ in den ihm conjugirten ^18M (in den u^ g^ 

schrieben). Dies liefert aber mit Hülfe des Satzes pg. l^ 
den wichtigen Satz: 

p) «Sind die Axen eines allgemeinen Com- 
plexes r durch den Kegelschnitt C dargestellt^ 
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90 entsprecbcn den Geraden des Complexes die 
fi-Keg;elschn itte, deren zugehörige F-Kegel- 
schnitte den Normkegelaclinitt N^ tragen und 
Äugleicli anf C ruhen. 

Vertauscht man die Axen des Complexes C 
tBil Beinen Sehnun (oder, was dasselbe ist, mit 
äen Axen des conjugirten Complexes C), so 
geht auch der Kegelschnitt C in seinen con- 
JOg-irteii C Über (wo C dadurch bestimmt ist, 
''«SB das Paar C, C harmonisch liegt zum Paare 

85. Die letzte (Klammer-) Bemerkung ist schon früher 
(PST- 135) bewiesen, und zwar im Anschlusa an die Form ^(I). 
^* jetzt die Form II zu Grunde liegt, so raodificiren sich 
•"^ damah'gen Entwicklungen in folgender Art, 

Setzt man den Complex (24) linear aus zwei andern 
***®*»Timen, deren einer der Niillcomplex der cubischen Norm- 
<50rve sein soll, so erhBlt mau zunächst: 

'(ß^ot — "«'] + ' [3 ^3 — "i.l = *> 

** * noch variabel ist. 

Alan bestimmt jetzt s so, dass der erste Ausdruck in 

*■ *) durch sein Verschwindeu einen sich selbst conjugirten 

'^**»plex darstellt, d. h, einen solehon, der sich durch Ver- 

^**«clinng von 3 iz^ mit n,j nicht ändert, Dies findet offenbar 

***' Btatt, wenn der Coefficient von itj^, mit drei multiplicirt, 

K*oich Jem CoetBcienteu von ti^ wird. Dies orgiebt 

•'•i miaer Complex C geht datier in die Form über: 

-[iC3»..-..J(3i,„-y,.)J=0. 
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Dann geht aus (24)' der conjugirte Complex C dadurch 
hervor^ dass mau dem zweiten Ausdruck das entgegengesetzte 
Vorzeiclien beilegt. 

Dementsprechend formt sich die Gleichung für die 
(Curven-) Axen (25) uuseres Complexes C in folgende um: 

(25 ') C* = [al p,, + o, o, i>„ + o, a, p^^ + oj j>,^+ -{3p^ +;>„) 

{< + 2 %a,)] - [ J (3 p^ - p,,) (4 a^o, - o^] = 0, 
oder kürzer wegen (15): 
(25 ') Oj - A: - ^ (3i>^3 -j,,,) i»r, = 0, wo iV, = 4 a, o, - < i.t. 

Daher schreibt sich auch die Gleichung des Complexes. 
(24') mit Einführung der Bezeichnung 

(28) iV, - 3 «„ - «„ 

und mit Berücksichtigung von (15) (16) kürzer so: 
(24') C= H -i (3i,„-j,,piV, = 0. 

Damit ist der Beweis unserer Klammer-Bemerkung aafs 
Neue geleistet. 

8G. Daraus erhält man im Besondcm ftir die Geraden der 
ausgezeichneten Complexe H^, N^ sofort Folgendes : 

y) ^Den Geraden eines sich selbst conjugirten 
Complexes 7/^=0 (der mit d er cubiscben Norm- 

curve das Tangentenquadrupel H gemein haO 
tMitsprechen die H-Kegelschnitte der Ebene, 
dtMHMi zugehörige 1^-Kegelschnitte (den Norm- 
kogolschnitt N^ tragen) und auf dem Kegelschnitt 

//J == ruhen, wo der letztere X^ im Punktqna- 
drupol H trifft und N^ trägt* 

^Ut dor sich selbst conjugirte Complex im 
HoHondoru der N ulloomplex der cabischen Norm- 
ourvo^diMu alle Tangenten der Curve angehören), 
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KeeelachnittB /f * = 
er Nor-mkegelecliiiitt N^ seibat. Dann entsprechen 
Iro den Geraden des Nnllcomplexea alle die 

H-Kegelachnitte, deren zuf^ehörige F-Kegelachm'tte 

(N^ tragen un<l) auf JV^ ruhen." 

Der letztere ^^atz ist schon bereits !m Satze a, (pg. 151) 
iDthalten, da bekanntlich (cf. Nr. 39) jede Gerade des Null- 
eomplexes von einem aequianliarmonischen Tangenten qua- 
drupel getroffen wird (nnd urDgekehrt ein jede» Quadrupel 
dieser Art eine Gerade des Nnllcomplexes liefert). 

87. Herrscht endlich awiachen den Coefficienten p^^ die 
Uniencoordinatenidentität, d. h. wird der Coniplex (24) ein 
cieller, so wird der Kegelschnitt der Ebene, der seine 
Curven-) Axen darstellt, ein H '-Kegelschnitt. Man hat daher 
i Satz ^) mir für C zu setzen 11'. Aber in diesem Falle 
Kreinfaeht sich der Ausdruck des ijatzes bedeutend, wie 
nia dem .Satze {X^) des vorigen Paragraphen hervorgeht. Der 
'Orund davon liegt in Folgendem. 

Da die p^^ jetzt Liuiencoordinaten sind, kann man sie in 
^ie Gleichung (26) einsetzen, dann stellt 

(29) M* = 

den festen F '-Kegelschnitt dar, der zum Kegelschnitt H' 
(der die Axen des Complexes H darstellt) gehört. 

Setzt man andrerseits in die Gleichung (25) für den 
Kegelschnitt C statt der festen p^^ die variabeln n^^, so ent- 
steht dadurch aus (25): 

(30) n^ = 

4ie Gleichung des varJabeln H '-Kegelschnitts, der die Axen 
nner Geraden unseres specielleu Coniplexes H darstellt. 

Nun ändert sich die Bedingung der Apolarität zwischen 
leo Kegelschnitten (25) (26) durch Vertauschung der p 



156 
und II 



Diu Koye'Bclio Apolaritflt und die Normen rven. 
nicht, also -trägt auch der variable Il'-Kegel- 



Bcliuitt (30) den festen f'-KegelBohni tt. 

Eiidlicli lindert sich unsere Apolantätabedingung {2i) 
auch nicht durch gleichzeitige Vertauachung von 'Sp^ 
pji, 3ity^ mit TEj^, wodurch also jetzt auch unser (specieller) 
Complex il unverändert bleibt, während die KegelschulttttJ 
(2tj) (26), und damit auch (29) (30) in ihre resp, conju* 
girten Übergehen. Dies ist aber der Satz X^ (pg. 143), 

5) „Die Bilder der Geraden eines speciellen 
Coniplexes H sind alle die il-Kegelachnitte de^ 
Ebene, die den zum Kegelschnitt H (der dsi 
Bild der Complexaxe ist) gehörigen F'-Kege! 
schnitt tragen." 

§.22. 
Ergänzung der bisherigen Formeln. 
88. Wir haben jetzt noub, im Ansclihiss i 



die j 



I gewüU' 

neue geometrische Griindlage der II- und F- Kegelschnitte, 
eine Reihe von Fragen zu erledigen, die, so zu sagen, dtU 
Äpolftritiitsmaterial der Complex- und Kegelßchnittstheorie i 
runden, von denen einige jedoch einer wichtigen rein al{ 
bruischen Äusdrucksweise tahig sind. Gleich die erste d«f 
Reihe ist von dieser Art. 

Durch das Punktquiidrupel U auf N^ gingen zwei B 
Kegelschnitte H, H', denen zwei F-K egelschnitte F, F' 
gehörten, die mit N^ das Tangenten quadrupel // gemeii 
hatten und auf [I resp. II' ruhten. 

Die Involution drithr Ordnung der Tangenten von N, 
als Seiten der H' ein beschriebenen Poldreiseite von F' i 
die der ersten Polaren der Ausgangsform ^(1). Diese seltn^ 
war das Quadrupel der Schnittpunkte von N^ und F'. 

In gleicher Weise ist dann das Quadrupel der Schnitt 
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punkte von N^ und F, es heisse /*', die Form, deren erste 

Polaren die zu den Kegelschnitten H und F gehörige, zur 
ersten conjugirte Involution bilden. 

Wir suchen die Form /", d. h. die Schnittpunkte von 
iV, mit F. 

Nun geht der Kegelschnitt F (als Klassenkegelschnitt 
aufgefasst) aus F' (26) hervor, indem man 3^^^ mit n^^ 

vertauscht. 

Ehe wir aber so die Form für F aufstellen, legen wir 
statt der biquadratischen Form /" (1) eine canonische Form 
zu Grunde, indem wir, was immer erlaubt ist, a^ = a^ = 

nehmen. 

Dann wird aus den Gleichungen (8) (26): 

f^O i>02 =Psi = 0, Pol = «0 ^i^P,, = % %^l\z= - ""rPvz = %«4 
(^2) F' ^ w; a^ a, + u\ (a, a^ — a^ -{• u\ a^a^ — 2 u^ u^ aj 

^t^d F gewinnt die Gestalt: 

(33) F^u^a a -i-t«* ^--* -^' + u^a a 4-2w u V • 

Leitet man daraqs in gewöhnlicher Weise die Gleichung 
^on 2^ jji Punktcoordiuaten ab, so kommt: 

^ ^^J'^j- -3— jpo«,«4--^r3-+^.«o«.--2x,^^-3- 
Mithin schneidet F den Normkegelschnitt N^ in dem 
Q^^drupel: 



««^) r -{"•"' 7 'i|xV. - 2XV. 



«2«4 



Da f und /* in der Beziehung stehen, dass ihre ersten 
^■^ren zwei conjugirte Involutionen bilden, so ist /" eine 
^'^^«Uiante von f, also bekanntlich (weil vom vierten Grade 
'»* X> in der Form 

(36) f -xjf+yiH 



(41) 
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WO 27, y Zahlenfaktoren y j^ i die bekannten Invarianten you 
f sind und zwar für die gewählte canoniache Form: 

(37) i = C a, (a, o, - aj), » = 2 (a, a^ H- 3 ap. 

Der Coefficieut von X* iin Ausdruck x j f -\- y i H wird dann: 

(38) G:=a^a^ [a„ a, (6 x + 4 y) — aj (6 x - 12 y)] 

Um für die gesuchte Form f die Faktoren x^ y z\\, 

finden^ genügt es, die Coefficienten von X* gleich zu setzen, 
dies ergiebt: 

(39) X •=. — y = ß ^öd daher 

(40)6/'=i/--iÄ 
In der That überzeugt man sich leicht, dass für die 
beiden Involutionen 

[/•, + X /, - (X» a, + X! + 3 X a, + 0) 

+ X (X? + 3 X* a, + X.O + a^ 
+ X' (x! - X* (a, o^ + X.O + (- o, aj 
die Bedingung (7) 

erfüllt sind. 

Wir drücken dies in dem Satze aus: 

e) jjS tehen zwei biquadratische binäre Formen 
in der invarianten Beziehung, dass die Involutionen 
ihrer ersten Polaren conjugirt sind, und ist di« 

eine/*, so ist die andere -— -^ ; wo i,^, JJ die 

bekannten In-(Co-)variantenvon /"sind.* 

89. Die geometrisch correspoudirende Frage ist die nach 
den geraeinsamen Tangenten des Normkegelschnitts N^ und 

des zu F gehörigen Kegelschnitts H. 

Das gemeinsame Tang enteil quadrupel von N^ und H' (wo 

H' zu H conjugirt ist) war schon früher (Nr. 56) gefunden: 
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(42)iJ> = ^(2jf-3iH) 

Da sich nun H' zu /" verhält, wie H zu /"', so entsteht die 
algebraische Aufgabe, die Covariante (42) für die Grundform 
f (40) aufzustellen. 

Wir lösen jedoch die Frage geometrisch in demselben 
Sinne, wie die e*ben behandelte. 

Vertauscht man in (25) 3 p mit p^^, so ergiebt sich der 

zu H' conjugirte .Kegelschnitt H. Für die canonische Form 
von /' (a^ = a^ = 0) hat man demnach: 

(43) II -aj a, a^ + a^ -g- + a^ a, a^ —'^%o^' - q' 
mithin die dualistische Gleichung (in Liniencoordinaten u): 

9 ^n ^9 ^A 9 ^A ^11 ^9 ^*I 9 9 

(44) H = «* -»-g'-i + ul -±^' -" - 3^(a„ «, - 9 a^f 

+ "-36" % \ K «4 + 9 a^) 
luiJ das mit N gemeinsame Tangentenquadrupel : 

(45) O ' = X^ ""-A."^ + ^* (oj a» + 1 8 a„ a, a» - 27 aj) 

, (a« a^ aj 

+ «* --3-- =^.i/"4-y.i^- 

Bestimmt man ,die Zahlenfaktoren x^y y^ wie oben , so 
kommt: 

X = , y zu . - und also endlich : 

(46) 0'~ 1 (2jf+iH) 

90. Es empfiehlt sich für das Weitere besonders, das 
Büschel von Kegelschnitten, das N^ im Punktquadrupel // 
trifft, aus den beiden durch H gehenden II Kegelschnitten, und 
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analog die Schaar von (Klassen-) Kegelschnitten , die mit N^ 

das gemeinsame Tangentenquadrupel H besitzen^ aus den 
beiden (zu den beiden H-Kegelschnitten) zugehörigen P-Kegel- 
schnitten (linear) zusammenzusetzen. 

Zuvor mag noch für die Darstellung des Kegelschnitts F 
(in Funktcoordinaten) eine einfache Folgerung an» dem Satze 
(e) gezogen werden. 

Je nachdem man den Apolaritätsuntersuchungen die Form 
f oder H zu Grunde legt; wird man die beiden zu H gehörigen 
i^-Kegelschnitte in Punkt- oder Liniencoordinaten darstellen 
(während man sich für die bezüglichen H-Kegelschnitte^ ab- 
gesehen von der eben gelösten Frage, auf ihre Darstellung in 
Funktcoordinaten beschränken wird). 

Die beiden JF'-Kegelschnitte , die zur Form f resp. H ge- 
hören; sind in Liniencoordinaten durch (25) oder (25') (wo 
durch Vertauschung von 3 p^^ mit p^^ i. e. des Vorzeichens 

von (3 ^^3 — p^^) in (25') der eine aus dem andern hervorgeht) 

dargestellt: der Kegelschnitt F' (der eine von beiden) durch 
Gleichung (3) 

Es erübrigt also nur noch die Funktdarstellung von F. 
Schreibt man die Form H in der Weise: 

/ f 
(47) H^\X'^4 h^ X*'+ 6 \ X*-h 4^*3 X + \ = ! " /* 

'21 '« 

SO geht die gesuchte Form für F aus dem Satze (e) sofort 
hervor : 

6j) ^Die Gleichung des zum i^-Kegelschnitte 

(3) F' = al = 
conjugirten Kegelschnitts 

(48) F - &; = 
erhält man mittelst der Relationen: 
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(49) pÄ, = j fl, — i Ä, (i = 0, 1, 2, 3, 4) 
Datm siDil die Involutionen, die die Seiten 
der (Nj) u mach riebe nen Poldreiseite von F, F' auf 
N bilden, einander conjugirt." 

91. Wir untersuchen jetzt die iiusgezeichnetcn Kegel- 
ichnitto der Öcljaar F + k F' mit dem gemeinsamen Tan- 
^nten quadrupel H (auf N,), wo (cf. (lö) (18') : 

F'^»;i.., +2«.»,. 



(60) 



(61) 



Zaoiichst erhält n 
\f — ¥■ - 2 Q), 



i'ji 



2 « /L p,, - 



Bofort: 






Nemit man unsere Kegplaclmittscbaar mit den gemein- 
Mmen Tangenten H kurz die „Schaar //" (und dualiatiacli das 
SOscbel mit den gemeinsamen Gruudpunkteu H das „Bfiacliel 
r'), 80 kann man das Hesultat (51) so ausdrücken: 

„Legt man der Scliaar „//" die beiden 

'-Kegelschnitte (50) zu Grunde, so erhillt man 

den Kegelschnitt der Schaar, der auf ^^ ruht, 

%a* ihnen durch Addition, dagegen den Norm- 

kegel schnitt selber durch Subtraction. 

Mitbin liegt das Paar „i'" zu diesem ansge- 
Xeicbncten Paar harmonisch," 

Umgekehrt ergiebt sich sofort aus (51); (cf. U) 

W, Fr, l««r»r. AlmlwllKI, ' 11 
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(52) 



F <i»+(Po»-T)(«!-«.«t)=*-i-l/|V!-«oO 

F' <i>- Oo,— 3*) (»! - «0 «.)=«»- l/|*(«I-V'.)- 

92. Wir suchen nunmehr auch die Schnittpunkte des 
Kegelschnitts O mit N^. 

Für unsere canonische Form von f ergiebt sich : 

also O in Puoktcoordinaten: 

(54)0-.a:*3 (o, a^ — 3 aj) a, a, + a^J ^^ (a, a^ — 3 a|) o, ^, 

1 2 

+ «* {o„ a^ o* — gg (a, a^ — 3 a^*} — ^ x^ », (a, o^ — 3 o|)* 

und das Punktquadrupel, welches O aus i^ ausschneidet: 

2 
+ 3 II »2 o^ («0 «4 — 3 o|)=»,i f + yt*B. 

Fttr die Zahlenfaktoren kommt : 

(56) a^j = g, y^ = — j2 mithin: 

(57) Ox =^^{2jf-iR) 

Dies Resultat war auf andere Weise vorauszusehen. Denn^^ 
wir wissen , dass ein Kegelschnitt (3) a\ = 0, der N^ trä: 
und aus N^ das Quadrupel /* (1) ausschneidet, mit N^ das 
Tangentenquadrupel H gemein hat. 

Mithin muss dualistisch ein Kegelschnitt, der auf ^^, 

ruht und mit N^ das Tangeutenquadrupel g gemein hat, N^ im 

Quadrupel ll{y) treffen , wo H{g) die Hesse'sche Form von 
g ist. 
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FUr unsern Kegelaclitiitt $ ist aber die Form ;/ identisch 
lit //(von f), und daher dio gesuchte Form ^j^ die Hesae'aclie 
Form der Hesse'uchen Form von f. Dieae ist aber bekanntlich 
£c Form (ö7). 

93. Ehe wir die EezieliuDgen zwischen den bis jetzt 
'Onnenen bi quadratischen Fonueu erörtern , stellen wir 
(eich die allgemeine Frage nach den Tangenten resp, 
"nuktcu, die die Kegelschnitte des liilBchels ^H" resp. der 
klmar „//" mit dem Normkegelschnitt N^ resp. N^ geraein 
l»ben. 

Die Kegelschnitte des Büschels „H" bilden, als Klassen- 

kegclschnitte aiifgcfasat, eine quadratische Scliaar. Aber ea 

leicht zu sehen, das* die gemeinsamen Tangenten der Kegel- 

mitte dieser tichaar wieder ein Bilschel bilden. Deun da 

;h unter dem ütlschel ,//" (oder W -\- k H) der Normkegel- 

initt selbst befindet, der mit sich selber unendlich viele 

'uigeuten gemein hat, so muss sich auf der linken Seite der 

llcichuug fiir die gesuchten Tangentenquadrnpel ein in k 

, linearer Faktor absondern. Denn nur so kann diese 

91eicbung für einen gewissen Werth von h identisch ver- 

Ichwinden. Das Analoge gilt von der Hohaar „H". 

Wir achreiben homogen daa Büschel „//* in der Form 
if. 50) 

(58) «H' + pH = () 
.L(cf. 25): [aß], - 



Du aber 



;;')i-»- 



(59) H' — II = (j;. 



) («; - •« a, «A 



nitiss «ich, da sich die in Frage stehenden TangenteuqU! 
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drupel für H', H selbst (cf. (42) (46)) als lineare Combina- 
tionen von j f und i H ergaben, die ganze Schaar derselben in 
der Form darstellen lassen : 

(60) -±i- (XjY+ F » ff) = [« ß]x = 
wo (61) X = f, a + r,J, r= 5, « + >3, ß. 

Es sind somit nur noch die Zahlenfaktoren 5ji >],; S^, \ 
zu bestimmen. 

Zu dem Zweck machen wir wieder von derselben cano- 
nischen Form für f (1) Gebrauch, wie bei den letzten Fällen. 

Dann geht (58) zufolge der Gleichungen (31) über in: 
(62) o*a,o,(a +ß) + <,»o,a,(a+ß)+'^ (o,a,ß - 3a|a) + 

2'o°,^ K«* (3«-ß) + 3«;(«_3ß)) = = [aß], 
mithin in Liniencoordinaten : 

(63) [«ßL = «:—^^ «,«,(«„ a,ß-3«;«) 



«» 



3g|36(« + ß)*«o«4«*-K«*(3«-ß) + 3a;(a-3ß)«]) 
-2 «, «, 1 (a„ a^ ß -3 a* a) {a, a, (3 a-ß) + 3 a\ (a — 3ß)} 

+ «*-±-^ «,«.(«,«4 ß-3a*a) = 0. 

Dann liefert die Combinirung von dieser Gleichung mit 

der des Normkegelschnitts N^: 

(64) ? ±1 [X* a, a, (a, a J - 3 oj a) -|- ^^ {l8 («H-ß) a, a^ a\ 

+ 9a* (a - 3 ß) - a* a* (3 a - ß)} + jt* a, a^ (a, a^ ß 

— 3 o* a)] = 
und durch Vergleicliung mit (60) : 
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(65) X = Q— ^, T = ~- <n ; ^^^ demnach endlich: 



(66)[aß]x = -J-^i{2(a + ß)i/-+(ß-3a)t^oder: 

= -y ^ iV {« (2i/" - 3 i Ä) + ß (2i/- + i H)}. 

94. Es schliesse sich unmittelbar daran an die ganz 
analoge Behandlung der Seh aar „H" : 

(67) Y F' -h 5 F s (cf. 62) 

r {«0 Pot + 2 «0 «1 1»., -H 2 M, M, i)„ -F «; p,3 + u\ (p„ -h p J 

-h «:!>„-+-«! (3 i>^ + %) + 2«,«, ^*} = ^fr 8L 

Da nach (51) 

(51) F'-F=2(p^-^^-)iu^u^-u\) 

SO kann man ; wie vorher ; schliessen , dass die Schaar der ge- 
suchten Schnittpnnktqnadnipel (mit N^) dargestellt ist durch 

(68) [y8]x="^i(Crif+F»fl) 

vro sich U, V linear und ganz aus y, S zusammensetzen. 

Für die canonische Form von f geht (67) über in : (69) 

— 3 aj (Y + 3 8)} + -"l^ (a, a, 5 - 3 aj r) = 
also in dualistischer Darstellung: 
(70) [y Sl, = ^0 ^- a.«J«„«4(3T + S)-3aJ(Y + 38)} 



x' 



gM9«a«4«*(T-t-8)'-(«o««8-3a*Y)*) 
2 ^p^,^ («o«45-3a»Y){ao«4(3Y+8)-3a;(Y+38)} 
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^2 Y + 5 



ä - % % {% »4 (3 r + 8) - 3 a* (r 4- 3 8)} = 

was mit der Gleichung des Norrakegelschnitts JV^ corabinirt, 
zum Punktquadrupel führt: 

(71) [r8]x= ^-*--[X*a„aJa,a^(3r+8)-3o»(r4-38)) 

+ 2 X» {9 % a, a\ (y + 8) - o» aj8 — Oa^y} 
+ «« «4 {«0 «4 (3 r + 8) - 3 a* (r + 3 8)}] = 0. 
Der Vergleich mit (68) ergiebt durch Rechnung: 
(72) f7 = I+-^ F = _| 
und endlich damit: 
(73) [r 8]x - ^-"J--. 2 {(T + 8) /-i - » ß fl} 

96. Diese beiden Resultate für [a ß]^, [y 5]^ mögen ihren 
besoudern Ausdruck in dem Satze finden : 

(rj) »Das Büschel yjU^ der Kegelschnitte (die 
-^jim Punktquadrupel IT treffen): 

(58) aH' + ßH = 
hat mit Nj die Tangenteninvolution 

(66) [a ß]x = a (2; /--S » H) + ß (2^ /•+ i H), 

andrerseits die Schaar „H* der Kegelschnitte 
(die mit N^ das Tangentenquadrupel J? gemein 
haben) 

(67) Y F' + 5 F = 
hatmit-^gdie Punktinvolution 



(73) [r8]x-ri/"+s(i/^-*ff) = o 



gemein.* 



96. Handelt es sich nur um dieses Schlussresultat (>]), so 
hätte man weit einfacher zum Ziele kommen können. 
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I sn behandeln, wiBBeii, dase li r 



itiichst das BUschel „//" iu der Weise 
mit N^ die Tangenteu 



2jf~3%S=0, 2jf-{'iH = 
I hat, und ausserdem die Gleichung aller seiuer Ta: 



ujaadnipel, wenn man das 



tchel in der Form 



H'-h/. H = 
Sit, ÜDear in k sein niuas (cf. 60), so kann dieselbe uur 
£e Form haben : 

WO [i zu bestimmen ist. 

Nun kann flir A = — 1 (cf. (59)) diese Gleichung nur 
8U 7/ = werden, und umgekehrt, denn es giebt keinen 
andern Kegelschnitt, der mit Sf^ die Funkte H und zugleich 
mit Nj die Tangenten // gemein hat, als den Normkegel- 
■ehuitt selbst. 

Dadurch bestimmt sich [i. ^ 1, und wir haben die 
Porm (66). 

Genau in derselben Weise kann man die Schaar „U" 
indeln. Die Kegelschnitte F', F haben mit N^ die Funkte 
Kcf. (40)) 

tnieic, und filr den N onnk egoisch nitt, als Kegelschnitt dcr 
Bchaar, kiuin die Gleichung der Fuuktquadrupelschaar nur zu 
r =r werden, so dass man sogleich zur Form (73) kommt. 
97. Mittelst des Satzes (-q) gehört zu jeder Form 
(74) g,?7+^ti7 = 
in einziger Kegelschnitt der tjchaar ,,//" und ein einziger des 
Boschels t,B", sodass diese beiden Reihen dadurch projok- 
irtBcfa anf einander bezogen sind; und zwar wird für den 
Kflgdwhnitt des Büschels „H" (58) 

i - g - , P - ^ - 
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also seine Gleichung 

(75) $ (H' + 3 H) + 2 T^ (H — H') = 0. 

Speciell der Form f entspricht also der folgende : 
(76) H' + 3 H 3 <^i>„ + a, a,/;,, + o, o^p^ + a* 

Andrerseits wird fiir den bezQglichen E^elschuitb 
Schaar „H" (67> : 

Y = 5 + T^, 5 = — ij 
also der Kegelschnitt selbst : 

(77) IF- + r,{F' — F) = 0. 
Endlich die projektivische Beziehung zwischen 
und Schaar j^H^ : 

(78)H' + fiH = 0, F' + vF = 
gewinnt nach leichter Rechnung die Gestalt : 

(79) UV + f" :^ — 1 = 0. 

98. Endlich mag noch der Vollständigkeit wegen ai 
Büschel und Schaar j^f^ (in analoger Bezeichnung) 
gleichen Behandlung unterworfen werden^ wenn auch die 
züglichen Formeln bei weiteren Anwendungen in den 
grund treten. 

Es genügt hier , dem Büschel den Normkegelschnitt u 
den Kegelschnitt F' zu Grunde zu legen, da alle übrig" 
Formeln sich leicht^ wenn man sie braucht, aus denen des ^ 
Büschels ergeben. 

Für die ^/^ -Schaar gilt dann das dualistische. 

Wir schreiben also das j^/^-Büschel in der Form (cf .pg. 1 

(80) o\ h'a^ + o\ (A-'a,- A-) + a\ k' a^ + 2 a, a, {h\ + S5 

= i' «a + ^ (4 ^0 ^2 — ^\) = *' F' + hN^ = 
also in Liniencoordinaten : 



iie 







f 
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(81) ul k' a^ {k' a, — *) + «* [k" a^ a^ — (k' a, + 2 k)'] 

m| *' a^ {Jif a^ — k) — 2 «^ u^ (k' a, — k) {¥ a'^ + 2 k) 
aii<l daher die mit N^ gemeiosamen Tangenten: 

C82) /;' (X* a, (k' a^ — k) + X* {k' (a„ a^ — 3 a*) — 6ka^) 

Ik' H 



«4 (*' «» — *)] = *' 



- 4/1 = 



Analog wird die ,,/* Schaar: (mit dualistischer Be- 
ichnung „O')** 



.2 f 



s ^f 



(83) «; P' a„ + «J (4 p' «, - p) + «; p' a, 
+ 2 «, M, (p' a, - |) = 
also in Liniencoordinaten : 
(84) xl p' a, (4 p' a,-p) + :t:J {a, a, p'* - (p' a, + |)*} 

^öd ihr Schnitt mit iV,: 

(85) ^v' fX* (4 p' a, a-pa^ + X' {4 p' (a,a^_ 3a,*) - 6 p a,} 
+ (4 p' a, a^ — p a^) = Ä;' (2 5^ p ' — /• p) = 0. 
^Tjj) „Die Tangenten resp. Punkte, die das 
^ » chel resp. die Schaar „f^: 

C80) k' r -^hN^ = 0, resp. (83), p' O' + p N, = 
^^t Njj resp. -^j^ gemein haben, sind gegeben durch: 

C82) ^—Jcf= 0, resp. (83) 2 fl p' — /^p = 0*).*' 

99. Diese sämmtlichen Formeln über die gemeinsamen 
Punkte resp. Tangenten der Schaaren f, Ä, resp. der Büschel 



*) Umgekehrt hätte man aach mit zu grundeleg^ng des Satzes (y)^), 

indem man die Form / mit H vertauscht und für letztere die hezüglichen 
CoTirianten hildet, und dann in der Weise der Nr. 96 verf&hrt, di^ 
Formeln für Büschel und Schaar „H*^ ahleiten können. 
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/'. // mit dem Xormkegelschnitte lassen sich ohne Weiteres 
auf die lioeareD Complexe übe r tragen. Ea mag hier genügen, 
den Satz mitzutfaeilen, der diese Uebertragung yollständig 
vermittelt. 

Wir wissen^ dass die Punkte irgend eines Kegelschnitts 
C der Ebene den (X^ Sehnen eines Complezes C entsprechen 

(der dadurch vollständig bestimmt ist). Das Schnittpunkt- 
quadrupel {X^, (J) ist identisch mit dem Quadrupel der Tan- 
genten von X^ die dem Complexe C angehören. 

Was entspricht den gemeinsamen Tangenten 

(N„ G). 

Den Schnittpunkten irgend einer Tangente X von N^ 

mit C: (Xa); (Xß) entsprechen die beiden Sehnen von N^ die 

vom Punkte X ausgeben und dem Complex C angehören, 
durch die also die Ebene des Complexes, die durch den 
Punkt X geht; vollständig bestimmt ist. 

Durch das Zusammenfallen von a, ß ergiebt sich daher: 

Ic) ,;Den vier Tangenten Xj (i = 1, 2, 3, 4) von 

N^; die zugleich solche von C. sind, entsprechen 

die vier Punkte a^ der cubischen Curve, deren 

durch den Complex G ihnen zugeordnete Ebenen 
die Curve berühren." 

Einen speciellen Fall dieses Satzes haben wir schon 
früher (pg. 115) kenoen gelernt, wenn nemlich der Kegel- 
schnitt C ein F-Kegelschnitt ist. Schneidet derselbe N^ im 

Quadrupel /, so hat er mit N^ das Tangentenquadrupel H 

gemein : andererseits war aber die Bedeutung von H für 

die cubische Curve die im letzten Satze allgemein ange- 
gebene. 

100. Wir stellen die w i c h t i g s t e n, einer eingehenderen 
Untersuchung zur Basis dienenden Kegelschnitte des „jtf" 
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SUschels und der „H^"-Schaar in einer Tabelle zusammen, 
mgleich mit ihren Schnittpunkten und Tangenten, die sie 
nit dem Normkegelschnitt geraein haben (cf. Satz rj) : 

Tabelle (86) *) 



Binäre Form 



» 



£r"-Büschel. 



>i 



ff'-Schaar. 



f (1) 

jf- iE (40) 

2jf—3iH(42) 

2jf-\-iH{'i6) 

2jf—iH{bl) 

S (9) 



H'4-3H (76) 
3 H' + H 

H',1 



H 



(17) 



(50) 



F' 

F 

F' — 3 Fl 
3F' 

F'-^F=B*=^\ 



-'dF\ 
" — F ] 



F'—F=K 



(51) 






H' + H = fl:(17) 
H' — H=i^, (59) 

Daraus erkennt man unmittelbar, dass man die vier Kegel- 
schnitte 

H' + 3 H, 3 H' 4- H, F' — 3F,3F' — F, 
abgesehen von den ihnen zugehörigen Formen, auch sehr 
ciofach mittelst der andern einfacheren Kegelschnitte aus- 
drücken (resp. definiren) kann. Dies sprechen die Sätze aus: 

X) „Es sind folgende Kegelschnittpaare zu 
einander harmonisch 
1) im Büschel, H«: 

((H' + 3H',2^,) und (flj, H) 

(H + 3 H ', iV,) , (flj, H ') und demnach auch : 



m 



(88) 



(H' + 3H,H + 3H') , (fl^,iV,) 

2)inderSchaar »jy«: 

(3 F' — F,B*) mjd (N,, F') 

(3F' — F',H^ „ (N„ F) und demnach auch: 

(3 F' - F, 3F-F') „ (Nlflf)«. 



*) Die nicbt nammerirten Kegelschnitte erhält man leicht nach 
Formel (79). 
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101. Die Tabelle (86) zeigt ausserdem unmittelbar, dasa 
die dualistischen Gegenbilder der Kegelschnitte 

F\ F, H', H 
keine andern sind, als 

H' + 3H, H-h3H', F' — 3F, F — 3 F\ 
Dies kann man aber auch leicht direkt, ohne Hilfe der 
zugehörigen binären Formen, nachweisen. 

Denn es war H' der Kegelschnitt, der durch die Ecken 
aller der N^ umschriebenen Dreiseite ging, deren Seiten (auf 

N^) diejenige Involution dritter Ordnung bildeten , die zu der 

der ersten Polaren der Form f (1) conjugirt war. 

Der zu H' dualistische Kegelschnitt wird demnach um- 
hüllt sein von den Seiten der N^ einbeschriebenen Dreiecke, 
den*« Ecken (auf iV^) dieselbe Involution bilden, wie die Seiten j 

der IV einbeschriebenen Dreiseite. 

Dieser Involution gehörten zwei Elemente X^, X^ an unter — : 

der Bedingung (Gleichung des Kegelschnitts H') 

(17) ol i>^3 4- a^a^ i>3, + 0^0^ p^^ + aj p^^ + aj p^ 

Wir suchen die Verbindungsgeraden der Punkte X^, X^^^ 

diu dieser Relation gentigen. Nun waren (cf.pg. 44) die Coor— 
diuttten einer Geraden (X^, Xj: 

(89) zu^ = a^, zti^ = — 2 ' ^i = ^o> 
ttu dttss der gesuchte Kegelschnitt dargestellt ist durch : 
(90) ul p,, — 2 u^ u^ p^^ - 2 M^ u^ p^^ + u\ p^^ 

oilor imch (51) (59): 

Nmii war nach (50): 
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(60) El ^- ^+ ^ 



v 



(92) 



B* 



K? 
Kf 



- jt , mithin 

3F—F 
2~ 

3F' — F 
2 ' 



Genau in derselben Weise gelangt man vom Kegelschnitt 
(f>0) zu dem dualistischen H' -f- 3 H (76), und durch Ver- 
tÄOschung von 3 p^ mit p^^ (oder -f- yi mit — yi) vom 

Kegelschnitt F zu H + 3 H'. 

Dies möge durch den Satz hervorgehoben werden (mit 
Htllfe einer leichten Abkürzung): 

|i) „Sind H'; H die beiden Kegelschnitte, denen 
die Dreiseite zweier conjugirter Involutionen 
dritter Ordnung (auf einem Kegelschnitte N^) 

^i Pi^beschrieben s\ndf und i^', 2^ die beiden andern, 
f^r die diese Dreiseite resp. Poldreiseite sind, so 
«in d dualistisch F' — 3 F, F — 3 F' die beiden 
Kegelschnitte, denen die Dreiecke derselbenln- 
^olutionen (auf demselben Kegelschnitt N^) um- 

^^^€hriebens\nd, und 11' 4-3 H, H -f- 3 H' die beiden 
^^dern, für die diese Dreiecke resp. Poldrei- 
® ^k:e sind.« 



§. 23. 

*^öiM8etzTing und Schluss. Die Sehnen und Axen der cubischen 

Raumcurve. 

102. Wir wollen am Schluss den bisher durchlaufenen 
^^^g der Abbildung von Raum auf Ebene in der Weise kurz 
^^lehren, dass wir zeigen, wie man von der allgemeinen 
*-*^lre der Raumgeraden (der H-Kegelschnitte in der Ebene) 
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.1 iem urspriinglichen Fundament der Abbildung 

r. - » rt*. • zurückkehrt. Bei dieser Gelegenheit wird denn auch 

c .>JviitruuK7 wie ^ch die Co Varianten einer cubischen Form 

i ..e»«i* auf dem (Norm)K egelschnitt verhalten, nachgeholt 



V/lUtfU. 



■_^ie einem H-Kegelschnitt ein- und N^ umschriebenen 
'rt»46«iite repräsentiren die Ebeneninvolution der entsprech- 
iiiicu Geraden H auf N^^ Daran schliesse sich hier beiläufig 
oi^tMide Betrachtung. 

L'mgekehrt entsprechen dann den sämmtlichen Kegel- 
^ciuiitteu, die einem festen, N^ umschriebenen Dreiseit (X , X^, X^ 
iiiubchrieben sind, die sämmtlichen Geraden der Ebene, die aus 
.Vj die Punkte X^, X^, X^ ausschneidet. Lässt man beide Ebenen 
>ju«wuuuieufallen, so hat man das bemerkenswerthe Resultat: 

a) ^Man kann bekanntlich die Punkte einer 
Kbcae bei festem Fundamentaldreieck noch auf 
zweifach unendlich viele Weisen durch einequa- 
ilratische, ein-eindeutige, involutorische Ver- 
wandtschaft aufeinander beziehen (indem man 
/.. B.üiuen ganz beliebigen Punkt der Ebene sich 
.Hülb^tentsprechenlässt). 

L>eukt man sich durch die Ecken des Fun- 
dameutaldreiecks eine sonst beliebige Raum- 
ourvü dritter Ordnung gelegt, so entsprechen 
jüuou zweifach unendlich vielen Transformationen 
iu der Ebene die zweifach unendlich vielen -46- 
hil dangen der cubischen Curve auf die Kegel- 
T^huitte, die man demFundamentaldreieck ein- 
beschreiben kann." 

Wir sind schon früher (Nr. 33) rein geometrisch zur Be- 
liavhliiug dieser quadratischen Transformation geflihrt, und 
v^iiiiiuiliolen hier nur die dortige Bemerkung, eine nähere Be- 
luvlaiiiig derselben möge verschoben bleiben, bis sich in der 
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rheorie der biquadratischen Involution die Gelegenheit findet, 
sie an der ihr zukommenden Stelle zu untersuchen. 

103. Wir fragen jetzt zunächst nach der Bedingung, unter 
der ein H-Kegelschnitt in zwei Gerade zerfällt. Die Gleichung 
von H' war: 

'nitliin seine Determinante : 



P 



oV 



P^o P^9-P 
-2' 



12 -^03 

2--' 



(2>A': 



P 



iO 



P 



81 



Pir-P, 



OS' 



OS -^Sl 

2-' 2' 



P 



n 



oder4A'= 



Poi> 

Pl2 '-^03 



Pt.—P 



12 



-^20' 3 

^Pa^y P 



03 



31 



7P 



31' 



P 



23 



3j8 lässt sich aber 4 A' auch in folgende Form bringen: 

(*) 4 -d'- :!^^ P^+Pi,^ l>3l'+ Ol2— 3i^03)(^01^^23+i^02^3l+iW^2) 

I ; 

fPoS* ^31' ^23' 

^^ ^er zweite Theil verschwindet. 

Durch Vertauschung von S p^^ mitp^^ würde sich daraus 

^^ X)etenninante A des Kegelschnitts 11 ergeben. 

Nun war aber (3) die linke Seite der Gleichung (cf. Nr. 37 
PS* 66) für die Geraden jj^^, die in einer Ebene der Norm- 

^^^'V'c liegen; also A =: die Gleichung der Geraden p^^, 

*^ ^ie Normcurve treffen. Dies liefert: 

ß) ^Zerfällt ein Kegelschnitt 11 in ein Linien- 

"^^^r, 80 trifft die Gerade H die cubische Norm- 

^^■^e und umgekehrt; zerfällt dagegen der zu H 

^^jugirte Kegelschnitt H', so liegt die Gerade II 

*^ ^iner Ebene der cubischen Curve (u. u.).^ 

104. Weiter ist aber leicht zu sehen, dass die eine Gerade 
Linienpaares H nothwendig Tangente von N^ sein muss; 
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und umgekehrt eine Tangente von N^ mit jeder Geraden der 

Ebene einen H-Kegelschnitt repräsentirt 

In der That, der Kegelschnitt H zerfalle in die Geraden 
u, V, so dass: 

(4) H - r,* — (m^ a^ -f- m^ a^ -f- u^ a,) (t;^ a^ + v^ a^-hP^ <=^^ 
8o geht die Bedingung für die Coefficienten y^^ (d. i. die ^^^ 

dingung y dass der Kegelschnitt r^* ein H-Kegelschnitt^ ^* 

(cf. pg. 99)) 

(^) ^00 ^i« — ^ ^iOl \2 -+- \l (2 >Ja2 + ^ii) = 

über in 

(6) (w^ w, — wj) (v^ f, — rj) = 0. q. e. d., 

also lautet die Ergänzung von (ß): 

ßj) „Die Geraden, die die cnbische Cu 

treffen, entsprechen den Linienpaaren H 
Ebene, d. i. den Linienpaaren, deren eineGen 
N^bertihrt.** 

In der That folgt ja Satz (ß^) aus (ß), wenn man nur 




rücksichtigt, dass wenn eine Raumgerade die cubische Ckt- j^^rve 
trifft, von den vier die Gerade treffenden Tangenten der Ci^ :^rve 
zwei coincidiren. 

Man kann aber auch beide Sätze (ß) (ß^) geometrisch ^^"' 

mittelbar einsehen, vermöge der Fundamentalbedeutung ei :^f^^ 
H-Kegelschnitts. 

Denn einem Linienpaar kann ein Dreieck nur so eirrB^^^" 
schrieben sein, dass entweder eine Seite des Dreiecks mit e^i^'^^'' , 
der beiden Geraden des Paares coincidirt, oder zwei S^i -fcen 
des Dreiecks mit den beiden Geraden. Der zweite Fall '^ 
offenbar nur ein Specialfall des ersten. 

Soll nun das Dreieck, wie für einen H-Kegelschnitt ^^' 
forderlieh, ausserdem dem Normkegelscbnitt N^ umschriot^ ^^ 

sein, so folgen daraus die beiden gesuchten Sätze. 
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lOö. Sei miu die Tangente von N^ „t", und die wei- 
tere Gerade, die mit ihr den II-Kegelsuhnitt bildet, («, ß), 
»0 zerfällt die zugeliorigu H-Involution (dritter Ordnung) in 
den festen Faktor (X — x) und eine gewöhnliche mit den Doppel- 
elementen a, ß. 

In der That haben ja die Ebenen dnrch die Haumgerade 
Hmit der Cnrve N^ einen festen Punkt (t) gemein. Der Ge- 
raden (sc, ß) in der Ebene entsprechen die Geraden der Fläche 
zweiter Ordnung, die durch N nud die Gerade H geht, und 
zwnr der Schaar, der H nicht angehört. Die beiden Tangenten- 
ebenen durch H an dieee Fläche sind auch eolche an die 
Corve, und zwar berüliren sie in den Punkton <x, ß. 

Die zur obigen conjugirte Involution (d. i. die Punkt- 
involntion der Geraden H) enthüll den Oubus eines linearen 
^ Faktors (X— t). 

Unter den Dreiecken, die dem conjugirten Kegelschnitt 
(entsprechend der conjugirten Geraden H', die in der 
Koeiie T von N^ liegt) ein beschrieben sind {und N^ uinbe- 
•*^h •"teilen) befindet sich demnach speclell die dreifach zählende 
_ "l'a^gente t. 

106. Soll nun die Rauragerade H die Cnrve N^ noch ein- 
' treffen, d. h. Sehne sein, so müssen a, ß coiucidiren (in t'), 
^^ der bezügliche H-Kegelschnitt besteht dann aus dem 
'ongentcnpaar T, x' (von N^), und umgekehrt muss jedes Tan- 
[""tenpaar von N^ einer Sehne von N^ entsprechen. 

y) „Dies ist aber die ursprüngliche Abbild nng 
70 n Rauni aufBbene, nach der einem Punkte der 
le (vermöge seines an N, gehenden Tangenten- 
es) eine Sehne der cubischen Curve ent- 
pP»**.cho. u.« 

Die näheren Beziehungen der in diesem Falle vorhandenen 
l^^ee Iwhuitte H' Fl, F', F zu den bezHglichen Complexen 
.Utftt, Apouncit. 1^ 
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Bind achon früher besprochen '), so Oaaa hier nur einige 
Ergänzungen Platz finden mögen, die sich im Wesentlichen 
auf die den Axen der cubiachen Curve entaprecbenden 
H -Kegel schnitte beziehen. 

Dio einer Axe (tt') zuge]iörigo Ebeneninrolu6on entbiilt 
die beiden CJuben {X — x)' und (X — i') , aetzt sieh also aus ihnea 
linear zusammen. Dann gehört bekanntlich jede cubische Foriu 
cp, deren Hesae'ache Covariante A die Wurzeln T, x' besitzt, 
der Involution an, oder, wenn 9 irgend ein Tripel der Invo- 
lution, 80 ist aie dargestellt durch 

0) f + kQ 
WO Q die cubische Covariunte von ip ist: 

S) „Den Axen der cubischen Curve N^ eiit- 
aprecheu alle die HKegelachnitte, deren zuge- 
hörige (N, umschriebene) Dreiseite eine 1 
lution (7) besitzen" oder auch: qdenÄxenentsprechea 
alle nicht serfallenden, N^ an zwei Stellen b 
rührenden H-Kegelsch nitte." 

107. Wie conatruirt man daher von dem gegebenen 
Punktepaar (x, x') ^ A aus die Involution (7) oder, was 
selbe ist, zu einer cubischen Form tf ihre Covariantcn A und 4^? 

Dies ergiebt sich sofort mit Ilüli'e der Fundatnental- 
eigenachaft des (Norm-)Kegelschnitt8, dasa die Punkte (Strahlen) 
einer Geraden (Punktes) (a, ^) eine Involution mit den Doppel- 
elcmeuten <x, p bilden. 

Denn benutzt mnn die bekannte Beziehung von Q und A 
zu f, daaa jede der Wurzeln von Q mit den drei Wurzeln 
ein harmouiachea Quadrupel bildet, und daas die Wurzeln vo 
A die Doppel elemente einer Involution sind, der je eine Würz» 
von cp mit einer zugehörigen von Q zusammen angehören, t 
hat manW (cf. Sturm, Grelle 86, pg. 121 ff.): 

*) Intbeiondere vergleiche niira dis Tabelle (80) (der Mr. 100) mit! 
des BGioltaieti der Nammem 63, 64. 



e) gätellt man d ie cubiache Fori): 
T a n g« n t e o Ä.^, X^, X^ v o ii N^ d a r , so t r e f fe n die V e r- 
binduugsliDien der Ecken dieseB Dreisetts mit 
den BerÜhruDgBpuDkteu der reap. Gegenseiten 
If^ imPuiikttripelQund diese drei Verb in dungs- 
geraden treffen sichimFuDkteA. 

Ebenso gilt die dualiati sc he Constru ction." 

108. Für A wur das Ilesultat achon in der Nr. 34 impHcite 
cnlhaltea. Denn drücken wir daa dort erhaltene Ergebniaa 

dualiaÜHcli aus, so beiaat es: „In einer Ebene X , X , X^ liegt 
•iae Axe der Curve N^, deren Ebenen a, ß darcb die Co- 
Variante A der cubiachen Form gegeben sind, deren Wurzeln 

\> K' \ *'"'^-" 

DIeae Axe ist nun offenbar die (einzige eigentliche) Doppel- 
langente der Curve vierter Ordnung mit drei Spitzen in 
' \i ^(j ^'^ ^^^ Schnitt uuaerer Ebene mit der Tangenten- 
fldche der Curve M^ bildet. 

Dieser Doppeltangente und Axe entspricht nun nach der 
angegebenen Nummer (cf. auch Satz a) der Kegelschnitt der 
£beue, der durch die Ecken des Dreiecks X^ X^ X^ (das N^ um- 
•cbrieben ist) geht und den Normkegelacbnitt zweimal berührt. 
q. e. d. 

109. Mit den weiteren Aasnahmefalleu der U-Kegel- 
•dinitte wollen wir uns nicht aufhalten, sie sind ohne Mühe an- 
gebbar; e» wird vielmehr hohe Zeit, daas wir uns unserem 
Hauptabschnitt, der Theorie der Involutionen vierter Ord- 
Bung, zuwenden, zu der wir alsobald gelangen, sobald wir 
ataU der (H-)Kegelschnitte durch die Ecken eines N^ um- 
flcbriebencn Dreiseits diejenigen durch die Ecken eines gana 
beliebigen Dreiecks substituireu. 

Daraus wird sich dann ergeben, dass die projektiviachen 
Theorien der rationalen ebenen Curve vierter Ordnung, femer 
12* 
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der allgemeinet] ebenen Curve dritter Ordnung (sofern man 
ate als Jacobi'sclie Gtirve eines Kegelschnittnetzea anlfasst), 
sowie der nllgenieinea quadrätiaclien invoIiitonBchen Traosfor- 
mation in der Ebene, endlich auch die Theorie zweier cub- 
iBcher Curven im Räume , um unwichtigere hier nicht zu er- 
wähneu, mit der angekündigten Theorie der bi quadratischen 
Involution in gewiet^em Sinne identisch sind, woraus denn eine 
grosse Zahl , theils echon bekannter , meistens aber neuer 
Eigenschaften der in Rede stehenden Gebilde fliessen wird; 
namentlich in dem Sinne der (erweiterten) ternären und 
dann auch der quaternären ApoIaritUtstheorie. 

Ehe wir aber dieses Gebiet in Angriff nehmen, möge 
noch die Theorie einer bi quadratischen Form, die uns bisher 
beschäftigte, in der Weise abgerundet werden, dass auch die 
Darstellung auf der biquadratischen Normcurve, soweit 
es nöthig ist, um den Zusammenhang mit dem Bisherigen 
deutlieh hervortreten zu lassen, berilekaichtigt werden soll. 



§-24. 
Darstellung der binüren biquadratiachen Form auf der biq^ua- 
dratischen Normcurve. 
110. Aus dem Hauptsätze des §. 13 geht einmal hervor, 
dass die Form 

(1) x^ X* — x^X" -\- x^X" — x^X-\- x^ = 
einen Punkt im Räume von vier Dimensionen , mit dea 
Uoordinaten 3^1 darstellt, bezogen auf die zugehörige Ni 
curve : 

(2) X*:4X':6X*:4X': l = x^i x^i x^i «,: x^ 
Bodann aber auch, dasa jedes Punktqnadrupel (s^) der Curve, 
dessen Verbindungaraum ") (m_ = 0) durch den Punkt x^ (1) 
geht, der Bedingung: 
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*] d. Ii. der Baain, der die vier FunktG des Quadrupels oDtlilUt. 
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(3) jr^ s^ — ^ s^-\- g- s^ ~ -^ s^ -{- x^ s^ = Q 

gentlgi (wie auch umgeketirt, dass diircli (3) sümintliche 
Puaktquadrupel der Curve von der angegebenen Art darge- 
stellt BJDd), 

lo der That zeigen ja die danaaligen Entwicklungen 
(cf. besonders die Anmerkung pg. 49), dass die Coordinaten ?(, 
eine« Raumes u^ ^ 0, der aus der Cnrve ein Punktquadrupel 
s^ nnaschDeidet, luittelat der Gleichungen bestimmt sind : 



(4) ■ 
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■o iIksh die G lelchung (3) mit der Gleiuhungdes Punktes 
*, „M^ = 0" {wo aber j e t z t die j; fest und die «^ variabel zu 
denken sind) identisch wird. 

HI. Der bequemeren Ansehauungs- und Auadrucksweise 
Halber möge statt der Betraciitiing der Form (1) auf der 
Curve (2) die derselben Form auf der vom Punkte (1) 
in einen beliebigen Raum u ^ ,.pr ojicirten" 
Curve (2) zu Grunde gelegt werden. 

Dicae"' „Projektion" geht einfach {ganz analüg einer 
solchen im gewöhnlichen Räume von einem Punkte auf eine 
Ebene) so vor sich, dass alle durch den Punkt (1) gehenden 
lUuBie u, = ü (die als apeciello 8cbnittgebilde alte Strahlen 
»•om Punkte (1) an die Curve (2) d. h. ihren „Projektions- 
kegel" enthalten) mit einem festeo, beliebig (doch so, dass er 
zum Punkte' und zur Curve keine specielle Lage einnimmt) 
gewUblten Räume n ^ geschnitten werden, wodurch die 
UiluRie H =: in die Kbenen des Raumes v = und die 
Strahlen des „Projektiouskegels" in die Punkte einer 
rationalen Raumcnrvo vierter Ordnung Übergehen, 
fQr die also irgend vier Punkte dann (und nur dann) auf einer 
Ebene liegen, wenn sie (d, h, ihre Argumente) der Bedingung 
(3) ganUgen. 
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Da jedes Quadrupel (3) zur Form (1) apolar ist, bo folgt 
hieraus sofort, dass auf ein ganz beliebiges Coordinaten- 
syatem im Kaum n = bfzogeii, unsere Ciirve dargestellt ist 
durch das System : 

(ö) o^, = 9| (X) = dj^ X* + , . . (i|, (i = 0, 1, 2, 3) 
wo die <f| der einen Bedingung zu genügen liaben, irgead vier 
(linear uoabbängigo) zu (1) apolare Formen vierten Grades za 
sein d. h, umgekehrt, wo die Form (1) die zur Gruppe der 9, 
conjugirte Form ist. 

(Dann sind »ach Früherem die Coefficienten x^ iu (1) dia 
vierreibigen Üeterraiuauten des Coefficientensystema der a 
die sich also bei einer Collinoatioii des Raumes i>^ ^ nur um 
einen Faktor ändern.) 

„Umgekehrt at ollen di 
Eigenschaften der Form (1) (die zusammenfallen 
mit den combinaut-invariau Cen Eigenschaften 
der 9|) diejenigen quaterniir-invarian teu Eigeu' 
scbaften unserer Raumcurve (5) dar, dieideutiaci 
sind mit denjenigen quinär-invarianten Eigen 
Schäften der Normcurve (2), die sich bei ihrer Pro 
jectiou vom Punkte (1) aus (in einen beliebige: 
Raumv :=0)u lebt ändern." 

112. Wir schreiben wieder, ura die Gleichförmigke 
mit den vorigen Paragraphen dieses Abschnitts zu wahrei 
statt (1), (3): 
(6) «x ^ «0 '*■" ■•- ■* "i ^' - 

(7) o^ z-_ a^ s„ + (ij Sj 

Aus der Erzeugung di 
zunächst sofort**': 

a) „Die Form ox : 



_ 6 flj ;k* -h 4 «j X* + a^ X* = 
:r Form (6) aus (7) erkennt ma 
= stellt (in diesem Pari 



grapheu) die vier Punkte de 
denen eine Ebene vier eousecu 



urve (5) dar, I: 
i Punkte mit de 



e Reje'BClio Apolaritüt und di« 



Cu rve gemein hat (oHcr kürzer 
JatioDspunkt e") und umgekehrt 
T'ite) ilieseAPuragi'iLpheDdiirch 
d er Form o, eraetzeakounen." 



Noruicurveu. 
ihre vie 



1S3 



Undu 
te man den 
e Definition 
»X ■ 
Da a. nur dann zu flieh selbst apolar iet, wcun ihre In- 
TSJriajite * Terschwindet, so haben wir^^): 

pDie vier II ndulationsp unkte der Curve (f>) 
e^en dann und nur dann In einerEbene, wenn 
i^ Invariante i ihrer Form a. verschwindet." 

Im allgemeinen ist durch drei Punkte der Curve 
■>» ^1» \) ^^'^ vierte (XJ eindeutig bestimmt, der mit ihnen 
>f «iner Ebene liegt. Liegen aber die drei ersten in einer 
«*"aden (die aho dann eine dreifache Sehne der Curve Ist), 
' ■*v-irdder vierte (X^) unbestimmt d. h. die Argumententripel 
P,) «3er dreifachen Sehnen sind gegeben durch : 

'A^ ^ "o °o 4* *i ''i ~l~ ", Oj + o, o, = 
4j =. o, a^ -\- a^a^ -\- a^ o, + o^ o^ = 
^»» liei98t(of. Nr. 50): 

ß) „Die zur Involution der ersten Polaren 
*<»>a (L coDJugirte Involution (8) stellt die drei- 
'achen Sehnen der Curve dar." 

Wir geben diesem Satze noch eine andere Körnt, indem 
*'!■ ausdrucken, wann eine Sehne (X , X^) der Curve diese noch 
einmal trifft. 

Dann haben wir aus den Gleichungen (8) oder anders 
^schrieben : 

t«, \ -t- "i "^i + "t ■'i) "•" K ("i \ -*- "i ■'i + % ■^i) 



(8) 



m 



1^^, + X,^„ = n 

Ä, xo eliminiren ond erhalten den Satz (cf. Nr. öl): 
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■ p,) .Die Sohne \, \ (x,) trifft die Cnrye noek 
einmal unter der Bedingung: 

(10) H, = " "' = 0, 
\^„ A. 
113. Ezcars. Diese dreifachen Sehnen bilden belunntlich 
(cf. Nr. 13) die eine Regelschaar einer Fläche zweiter Ordunng, 
der einzigen, die durch die Curre geht. Projicirt man nnn, 
ganz wie oben , unsere Curve von irgend einem Ranmpnnkte 
auB auf eine Ebene, bo erhält man in dieser eine rationale Curre 
vierter Ordnung, fUr die vier Punkte in einer Geraden liegen, 
wenn sie zwei Bedingungen : 

(U) o.-O, 6, = 
genügen. Soll aber der Projektionspunkt auf einer dreifachen 
Sehne liegen, bo erhält die ebene Curve einen dreifachen 
Punkt. 

Andrerseits wird aber für diesen ein vierter Punkt {X^ in 
den Gleichungen (11) unbestimmt d. h. es finden die Rela- 
tionen statt : 

f «« % + 0,0, + «, o, + o, o, = 

°1 "o "*" "« "l + Oj "i + «4 Oj = 

- 6, Oj -(- b^ Oj -I- Jj <jj = 

nnd dies geschieht unter der Bedingung: 
% "i *i Og' 

'K b h hj 
(13)5-1'' ' » "=0. 
;0, «, (»j «4 

\ », '. *.i 

Dies ist also die Bedingung des dreifachen Punktes der 
ebenen (der dreifaclien Sehne der Raum-)Curve. In der That 
lassen sich (cf. Salmon, Höhere Algebra art 320), wenn B^O, 
die beiden Formen 



(12) 
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(14) a,, S^ 

■b lineare Combiiiationen derselben drei vierten Potenzen 

•WBtellen, woraus unter Bildung von a , 6 die Existenz des 

ijreifachen Punktes sofort ersichtlich ist. (Danu sind auch 

' ^' ^X *'* Polaren einer Form fUuften Grades darstellbar, 

worauf spliter nocli zurückgekommen wird.) 

Schreibt man S mit Hülfe des Grassmann'achen Satzes 
(§- 1) in den Coefficienten der zu a., b conjugirten 



uppe 



so kommt man thatsachlicli auf die Fo 



^^ «ei- Nr. 13 zurück, die nur in der dort augegebenen Weise 
^KiD ttndeni ist, um zur Gleichung der Flache zweiter Ordnung 
^^Pli I'itnktcoordinaten zu gelangen. 
^^ 114. Kehren wir zurück zu Gleichung (lü), so wird die 

'Sehue X|, X^ die noch einmal trifft, zur Tangente, wenn 
^^*i == Xj = X wird, wodurch Hj in die Hesse'Eche Form H von 
^Vx Obergeht. 

^V ^^etzt man andrerseits in (i)) X^ ^ X^^ X und elimlnirt 

I on^aci X, so gelangt mun zu den Restpunkten X^ ^ p dieser Tan- 

8^*^t«n. Diese Elimination lieferte (cf. Nr.57) die Covariaute: 

1(9) P=zajf—2iH = 
**^ man bat somit: 
y) jUnter den dreifachen Sehuen unserer 
Cu«-ve(5) giebt es vier Tangen ten X (mit den Rest- 
VUnkten p): dann sind die X die Wurzeln der 
"eaje*Bchen Form H von «,, und die p die Wurzeln 
i9rCoTariant6(9) P.« 
115. Soll die Invariante j von a, verschwinden (cf. 
K'- 55) 80 giebt es ein Werthepaar S,, ß, (t,) das die Gleich- 
ungen : 
(10) \a^^ _- rt, T^ + o, T, + a, T, = 
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befriedigt, also mit jedem Werthepaar X^, X^ zusammen ein äux 
einer Ebene liegendes Punktquadrupel der Curve bildet uxi^i 
somit einen eigentlichen Doppelpunkt der Curve darst^^^^« 
Dann würde H das Quadrat einer quadratischen Form (d^^c* ^ü 
Wurzeln eben 8^, 5^ sind). In der That werden ja die i^^wr^ ^\' 

fachen Sehnen dann die Kanten des Kegels zweiter Ordn 
der die Curve vom Doppelpunkte aus projicirt und es ist 
dent, dass die Tangenten (cf. y), die die Curve noch ein. 
treffen, keine anderen sein können, als die Tangenten 
Doppelpunktes selbst. Somit gilt der Satz*®) : 

Sa jjWenn ^ = (un d nur dann), besitzt 
Curve(5) einen eigentlichen Doppelpunkt 5^,^^ 5,. 

ie 




le 



Dann wird sowohl JBTals P gIeichA,wo S^, 5^ 

Wurzeln der quadratischen Form A sind, 'mn^iid 
zwar stellt genauer jETdie Tangenten desDop ^^z» eJ- 
punktes, Pdie in ihnen liegenden beidenPun Xste 
dar.* 

Man kann die Argumente 0, oo als die des DoppelpunÄ^tes 
wählen, was vermöge der linearen Transformation 

X-S 

(11) r = .^-^; 

geschieht und zugleich k so bestimmen, dass a^ die einfacr^' 
Form annimmt: 

Dann wird 

(13) a. X^ X, X3 X, - 1 = 0. 

Im allgemeinen dagegen wird 

(14)ax --(X-6/d,-H(X-8/d, 

und 

(16) a. ^ (6,) d^ + <!; (6,) d, = 

WO 

(16) 4, (X) _ (X-X^) (X-X,) (X-X; (X-XJ. 
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1 16. Bücken die Argumente S^, S^ zusammen; so wird der 

3pe]punkt zur Spitze. Wir wollen die Invariantenbedingung 
Ir in verschiedener Form aufstellen. 

Sei vorläufig noch S^, 5^, so kann man zunächst aus je 
der drei Gleichungen (10) die aus 8^, S^ gebildeten Funk- 
en Tj berechnen. 

Führen wir drei unbestimmte Faktoren p^, p^, p^ ein, so 
Iten wir zuvörderst: 



p»% = 



pt\ = 



Po^o = 



«l«« 
«*«, 


P2 ^l = 


«0«! 


P»^* = 


«0«l 


a a 


1 


«0«! 




«0«! 
«««8 




Pl^l = 




Pi^»- 


1 «. « J 


- Po ^1 = - 


«a«4i 


Po "f « = , 

1 


«1 «« : 



in zwischen den p die Belationen : 

/i ox ^ Po ^1 ^ Po '^2 

umgekehrt aus (17) (18): 



/ : 



öo »• 


, 


a, a. 






a, a„ 


2 S 


1 


1 2 






1 2 




= Po '^0' 1 




— 


— Po '^1' 




a. a^ 




a. a. 




~ ^^ A 


et« a. 


3 4 




3 4 






2 8 


«0«. 


p»ii 


»0»1 




Po ^1 \ 


«0«, 








^■•^» 








""^^ • 




^"^ 


. ; 




«l«. 


^0 


«»»8 




^0 


«««i 



= Po'r 



2 



Po^I 



Die Bedingung für das Coincidiren der Werthe S , 5 

(20) 4 T, T, - t» = 
:et daher nach (19) 



(21) 4 






2 



«2 «4 






Andrerseits werden dann aus den Gleichungen (19), wenn 
s Argument der Spitze bezeichnet, die folgenden : 
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(22) 



«««a 



-1'»»<»4 



= Po> 



1 2 



«8 «4 



= -2 Po 8, 






" ' =p, 6*. • ' ■ = — 2p„5», • • 



= P«88 



= 4p. 



woraus sofort folgt , dass die Hesse'sche Form von a^ ül 

geht in 

(23) ff=p.(X-8)*. 

Dies liefert zunächst : 

S^),,Ist i = Ound^' = (und nur dann), sob 

sitzt die Curve (5) eineSpitze, die vierfach g 
rechnet die Hesse'sche Form von a^ bildet, 

dass ihr Argument aus irgend zwei der Gleic 
ungen (22) berechnet werden kann.^ 

Wenn aber i und J verschwinden, so hat bekanntlich 

einen drei fachen Faktor 

(24) ax = (X-5)» (X-E) 

(Denn da dann auch die Discriminante von a^ verschwiri 

det; so ist es erlaubt, eine canonische Form für a^ einzuflihren, 

in der a^:= a^zzi 0. Dann aber muss wegen i = auch a. 

verschwinden.) 

Nimmt man S einmal =0, das anderemal = oo , so gelangt 
man zu zwei Normalformen von a^» denen folgende beiden 

Normalformen der zugehörigen Form a^ entsprechen : 

Aus I geht wieder die allgemeine Form für die Spitze f 
hervor : 




(25) 



(26) K^ (X, -S) (X,-S) (X3-8) (X, _ 8) 
+ JT, [(X, - S) (X,-5) (X,-S) + (X -S) (X,-S)(X,-S) 
+ (\-S) {\-5) (\-S) H- (X,-5) (X,-S) (X^-5)] = 



-Y—^ + i-J-- 



od ^si: einfacher 

t Diene Gleicliungen werden noch mehr vereinfacht, wenn 

k^LA der einen noch übrig bleibenden Üiidulation sehen e das 
,. a-^unient cc resp. beilegt. Dann gehen dieselben über in: 
(I s, = 



C26") 



_i. 

1—8 



■+1- 



- + 



1 

X, — 8" 



Diea drücken wir in einem besonderen Satze s 



auti: 

!^ „RUchen drei der vier Undnlationeebenen 

r Cnrve (5) zusammen, so wird ihr gemeinsamer 

^ankt 8ur Spitze (und umg.); hatdieaedasArgu- 

1» ent ä, 80 geh t die Bedingung, dass vier Curven- 

pu iiktc in einer Ebene liegen, in die Form über: 

(27) Si j--^g = conBt. 

•odierechte stehende Constante verschwindet, 
*eiin man (was immer erlaubt ist) der vierten 
"ndolationsebene das Argument CO beilegt. 

Legt man ausserdem zugleich (was gleich- 
falls erlaubt ist) der (Spitze dasArgumentObei, 
■ geht (27) Über in 



zO 



oder be 



i'^ertauschun g der Argumente 0, oo in 
(28') s, = 0." 
117. Nun gelingt es aber auch ohne MUhe, diesen Hatz 
unmittelbar und continuirllch au» der Gleichung (15) 
«^ ^ 0, die für den Fall eines Doppelpunktes 5|, S^ gfJ'j *h- 
zoleiten, indem man S^ sich 8^ immer mehr nähern lässt. 
Schreiben wir sie etwas anders: 
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(15) 4. (8 J - D 4, (6.) = 
oder auch, wenn 

(16) Sj — 6j = A gesetzt wird 
in folgender Form: 

SO bemerken wir, dass sich D zugleich mit kleiner werdend ^5^ m 
A der Eins nähert und in diese übergeht, falls A versehwinSL ^t, 
d. h. die linke Seite wird dann der Differentialquotient von ^ ^^^^i) 
nach S^: 

d 'I (0.) 

(29) -I g - = oder kürzer ^' (8,) = 0, 
1 

oder auch nach Division mit ^ (S ) 

was sofort zu Gleichung (26") führt, von der man dann wie 
zu (27) gelangt. 

118. Excurs. . CIebsch*>> schlägt öin ähnliches Verfahren 
für die rationalen ebenen Curvcn, nur dass er seine Betrai 
ungen an die AbeFschen Integrale der rationalen Curve 
was wie man aus Obigem erkennt, durchaus unnöthig ist. 

Es mag bei dieser Gelegenheit der Zusammenhang bei 
Betrachtungen kurz erörtert werden. 

Der Einfachheit wegen beschränken wir uns gleichfi 
auf die ebenen rationalen Curven (obgleich dieselbe 
trachtung für j e d e rationale Curve gilt). Sei eine solche 
geben durch: 

(31) px^ = 9,(X) = a,^ X» + . . o,„ 

80 kann man stets die lineare Transformation ausgefÜ 
denken, durch die irgend einer der Doppelpunkte die A 
mente 0, 00 erhält. Dann müssen aber nothwendig die 
Ziehungen herrschen 







rt 



i 
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(32) ™,. = »^ 
zur Folge hat, dasa eine der Scbnittpuiiktgleichuiigen, 
u sie nach §. 2 abgeleitet werden, in die Form übergeht: 
(33) X, \ Xj . . . X_, = X. 
Daraus folgt, wenu man sich die angewandte lineare 
inaformation wieder rückwärts ausgeführt denkt, daas sich 
ganxe Sjfttem der Schnittpiinktgleichiingen ersetzen lässt 
Hnrch das andere : 



(i,-a,)CX,-.,)...(l-a,)«) 



= Tj oder 4i(0!,) — T, il/(f(,) =0 



(\-?,)(\-*,)..-P.-?,) 

■To (34) aus so viel Oleichnngen besteht, als Doppelpunkte 

• ß|t vorhanden sind, (Die Constauten x, sind dann leicht 

.ch Clebsch mittelst der Curven (n — 3)'" Ordnung, die durch 

Ile Doppelpunkte, immer eiuen ausgenommen, hindurchgeben, 

ihrer Abhängigkeit von den (x^ ßj darzustellen.) 

t man nun den Doppelpunkt zur Spitze werden, d. h. 
Bckeo «j, ß, zusammen in r, so geht nach uusonn obigen Ver- 
«ren (34) über in die andere 



(35) 21. 



I 



= const, ^ 



oder Hpeciell (36) s^ ^ resp, s^_^ = 0. 
In der That ist ja die Verbindungslinie der Punkte mit 
P** homogenen Coordinaten a^^^ a^^, die Tangente des Punktes 
' - diese wird aber unbestimmt (und nur dann) wenn der 
**öfci 00 eine Spitze wird , andererseits aber, wenn die beiden 
^S^gebenen Punkte identisch werden. Dann aber erhält man 
^" %. 2 als eine der tileicbuugen (34): 



st diese Form ■ priori «ngebb». Dona d* Jed« 

' ^hnHlpnnktelcicIiungen lincRr und nfninietriscli ist nnd ferner, nenn 

f*l &i ein Doppelpunkt, eins ilor Gleichungen fiir \ = «,^ X^ = ßj 

. n] identiich srmllt werden miM8, so ksnn Bio nur die 

L ""wi (M) bwitzen. 
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8^ , ^ const. 



Das Entsprechende gilt für das Argument 0. 
Wir gelangen nun zur Clebsch'schen Methode, wenn w 5 w. 
(37) lg (X-a,) = ^^'^ lg (X-ß,) = A lg x, = A, 

setzen. Dann erhalten wir im allgemeinen durch Logari^Tj- 
mirung von (34) 

(38)v(«l+^n)+..5s =^ + 2x7rioder-A,(mod.2 7ri) 

1 S n 

oder wenn nach 

gesetzt wird, 

(38') SC^O^A,. 

Dies ist die erste (Integral-) Form von Clebsch (für den 
Doppelpunkt a^ ß^). Schreiben wir jetzt (38) etwas anders : 

(40) 2;|i»):=A Sv«) 

k k ^ 

und lassen nunmehr a^ und ß^ sich nähern, so nähert sieb ^\ 
der Grenze und wir haben ftir a^ z= ß^ 

(41)2;h'0zeO. 

k 

Dies ist die zweite (Integral-) Form von Clebsch (ftir ^^^^ 
Spitze ttj). Durch Differentiation gelangt man wieder ^'^ 

den Formen (34) (35) zurück. 

In der That denkt man sich, wie häufig geschieht, 
rationalen Curven continuirlich aus solchen vom Geschlecht 
(den elliptischen Curven) entstanden , so werden durch di< 
Process die auf die Doppelpunkte der elliptischen Curve 
züglichen elliptischen Integrale dritter Gattung zu Logarithi 
d. h. man gelangt von den Gleichungen des AbeFschen Th 
rems, nach denen die Summe von n Werthen eines solcl 
Integrales, bezogen auf die n Schnittpunkte der Curve 
einer Geraden, einer Constanten (abgesehen von Periode 
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gleich ist, contiDuirlich zu Gleichung (38') und dadiircli zu (34). 
Mao kann äUo sageu: 

„Durch die Substitution (37) „X—a^ = eV-^'^ gehen 
iiie Gleichungeu des Schnittpunkttheorema der 
tionalen ebenen Curven über in die des Abel- 
eben Theorems für dieselben." 

Für Raum- (und höhere) ruliouale Curvcü treten Doppel- 
lookte im All gern einen nicht mehr uuf, so daas dann auch 
je Form (38) resp. (34) nicht mehr möglich ist, dafür werden 
irir aber, wie sich später zeigen wird, in vollständiger Analogie 
Itit der Ebene, die vierfachen Sehnen (und entsprechend in 
höheren Räumen die sechsfachen Ebenen etc. der Curven) ein- 
hbron. Ist eine solche vierfache Sehne einer Raumcnrve durch 
> Argumente 

8j 5, 5j S^ 
■timmt, so lauten stets zwei der Schnittpunktgieichungen 
* Gurve: 

ji, «8,) + d, «S,) + d, 4,(8,) + d, «5,) = 



(■*2) 



l<f, +(8.) + <i',«6^ + 'i'.t(SJ + <''. tCSJ = 



119. Von der Covariaute 9 wurde pg. 117 gezeigt, daas 
^ drei Wurzelpaare 6^, ij^ (i = 1, 2, 3) die Eigenschaft 
'**^o, dass sowohl e' ijj als e^ »)' ein eu o, apolares Quadrupel 
"««ii d. h. die Gleichung o ^ befriedigen (und daas 
"•gekehrt dies die drei einzigen Werthepaare *) der Art sind), 
*" giebt den Satz : 

el „Die Covariante 6 stellt die drei (eigent- 

*^ten} Sehnen derCurvedar, die zugleich Äxen 

"*Oien zweier Üsculatlonsebenen) derselben 

*) Uit getrennten ElBmoDten, denn uUDigenlliolie Wutbcpauia der 
(aiit iuMinmenr>IleiidcQ Kleuenten) siod Ja durch X \ gebildet, wo 
•*"« Wund »on oj^ Jrt, 

•^. H«r>r. AMUriUl. ^ 
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120. Endlich ftiUt ein Berührungspunkt der Tangenteir 

(cf. f), die noch einmal treffen , mit seinem Restpunkt zu- — 

Bammen, wenn die Tangente zur dreipunktigeu wird uud um 

gekehrt. Dann hat man in den Gleichungen 

(9) Ä^ = 0, A^-=zO 
Xj ^ Xj ^ Xg ^ X zu setzen und X zu eliminiren. 

Da aber Ä , A durch Gleichaetzung der drei Argumenta 
\' Xj, Xj zu den ersten Difforentialquotienten von o werdes 
und deren Resultante gleich der Diacriminante J) von o. is- 
BO hat man : 

I^) „Eine in drei consecutiven Punkten tre 
t'eude Tangente der Cnrve ist (und nur dau^Kn») 
unter der Bedingung i)^0 vorhanden, dann ia^^ t 
eie die Axe von zwei consecutiv gewordeneu Und "mjm- 
lationsebenen der Curve: das Argument dieser Tau -^S' 
ente ist zugleich eine gemeinBameWurzel vonffundjf- ""— " 

121. Mit Hülfe dieser Siitze ist es ohne Mühe möglic^ti. 
alle weiteren invariantiven Bildungen (resp. Bedinguug^Sf *^) 
auf der Curve (ä) zu atudireu, was uns hier indess von i^t^'" 
Ausflihrung unseres HauptplaneB, die Apolarität (vor AU^^ "^i 
die temäre und quaternäre) in der Theorie einer ('*-^^^-« 
mehrerer) biquadratiechen biuären Form nachzuweisen, ^''^l 
weit abfuhren würde. ^B 

Nachdem die Apolaritätstheorie e i u e r solchen Form ^»-^'" 
Wesentlichen durchgetiihrt ist, erübrigt nouh die schon B — '^' 
deuteud schwierigere zweier solcher Formen d. h- die Theo -^~'® 
der Involutionen vierter Ordnung, die ja nach dem HauptsaÄ^^^ 
des ersten Capitels mit der Theorie der Gruppen von i:^^^^ 
Bolchen Foruieu identisch ist. 

Diese Theorie der biquadratischen Involution fiihrt da— ^^"^^^ 
wieder unmittelbar zur Theorie einer und mehrerer FonÄ- ^^^ 
sechsten Grades, da beide aufs innigste verwachseu sii:'^ 

Im Uebrigen sehe man deu Schlnss des vorigen Pa*""*^ 
graphen nach. 
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Abschnitt UI. 

Die binUre Form sechsten Grades und die biqua- 
Qratische Involution und ihre Äpolaritätsverhältniase 
*if den Normcurven zweiter , dritter und vierter 
Ordnung. 

§.25. 
Die Darstellung auf der cubiaohen Normcurve. 

122, Dieser Abschnitt beginne mit einer einleitenden 
"*tnerkuDg, die sich auf die Darstellung im Weiteren 

Nach den sjBtematiscben Entwicklungen nemlich, wie sie 
**i« jetzt vorliegen, und die beaoudera im zweiten Capitel 
vAltscbnitt I und II) einzelne Wiederholungen, sowie Wieder- 
gaben von Bekanntem nicht vermeiden liessen, dürfte eine 
thunlicbe Gedrängtheit von nun ab geboten sein , um so 
wenigstens einen Theil des reichen iStotfea in dieser Arbeit 
bewältigen zu können. 

Um den Gang der weitern Theorie (mehrerer) biquadra- 
focber Formen später nicht zn oft zu unterbrechen, möge 
ZUnKchst die HUlfstheorie der biuiiren Form eechaten Grades, 
ioweit sie sich an die Betrachtung dieser auf der cubiachen 
Normcurve (und weiterhin auf dem Normkegelschnitt ")) an- 
lehnt und für die Abrundung der erstgenannten Theorie er- 
forderlich ist, vorausgehen. 

123. Nach Reye"! trägt (stützt, ist apolar zu) eine 
Fliehe zweiter Ordnung F^ : 

(I) o; = S £ a,^ J, z^ = (i, k, l, m = 0, 1, 2, 3) 

*) Dia duinf beiflgliclia BetiachtuDg OUU mit der im Normcurve 
▼Iart«r Ordnang gebOrigeu, wia noh teigSD wird, im WeBeatliobao lU- 
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eine audere Fläche zweiter Klasse O^ (und umgekehrt ruht 

(stützt sich) dann die letztere auf der ersteren) : 

(2) < = S 2 w,^ a, a^ = 

unter der Apolaritätsbedingung (des Verschwindens der biline- 
aren Invariante beider) : 

(3) (aa)* = S2;a^a^ = 0. 

Dann giebt es nach Hesse^) ein (und damit unendlich viele) 
Poltetraeder der ersten (zweiten) , die der zweiten (ersten) um- 
(ein-) beschrieben sind. 

Wir suchen jetzt die Bedingungen^ unter denen eine jP^ (1) 

alle einer cubischen Raum- (Norm-)Curve umbeschriebene 
Flächen zweiter Klasse O^ oder, wie wir kürzer sagen, di 

Curve stützt*). 

Die ganze der Normcurve 

(4) px^ = 1, px^ = 3X, pa;,=3X^pa;3 = X* (N^ oder 

(5) ou^ = X\ (jWj = — X*,aM, = X, au, = — 1 (N,) 
umschriebene Klassenschaarschaar von O^ war gegeben das 

(v. pg. 49) 

(6) \ K ^ — <*!) + ^i K S— ^1 ^s) + ^« (^ «*8 — **J) 
Soll demnach die F^ (1) die Curve N, (5) d. h. 

Flächen der Schaarschaar (6) stützen, so sind dazu die ^l:«^^* 
Bedingungen nothwendig und hinreichend: 

^Diese Bedingungen (7) sind vollkommen sl 
gedrückt, wenn man die Coefficienten von (1) d. 
Bezeichnung unterwirft: 



O. 



**) Im dualistischen Falle nennt dann Reye (Crelle*8 Jonrnal M- ^^ 
die Curve die cubiscbe Polcurve der Fläche. Danach müsste xä***^ 
wenn, wie oben, die Fläche F die Curve stützt, genau sagen: die 

ist die cubische Polarencurve der Fläche. Den Orund dieseir 
Zeichnung wird man bald erkennen. 
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(8) a,^ = «,^^(» + Ä = 0, l,..6)." 
Dann geht die F^ (1) in die Gestillt über: 
Cß) o„ ^ «j (0(| a-jj + a, x^-\- a^ x^ -)- o^ x^ -\- x^ (a^ 3;^, 
— f- o, *i + ''s ^t + "* *i) + ^t (»j ^0 + «B *, + a* a;, 
+ "s ^,) + ^a ("s ^0 + "4 ^i 4- «5 ^, + «n ■'^3) = 0. 
Da aber die caooiiische Form der cubischen Curven 
c£ pg. 49) HO gewühlt ist, dasa die homogenen Coordinaten x^ 
Baiimpunktes gerade zUBainmenfallen mit den hotno- 
Bjm metrischen Funktionen Oj dreier Elemente p. (der 
leter der durch den Punkt gehenden Ebenen der Curve), 
■0 entsteht (9) aus der einfachereu Form : 
; 10) a, = flj ifj, -f- Oj Sj "1^ "( ^1 + **» ^t "^~ ''i ^« "I" "5 ^s 

+ », ». = 0, 
nenii man von den sechs Elementen \ X^ . . . \^, aus denen 
jie s gebildet sind, immer zwei einander gleich setzt: 

(11) \ = Xj = (1, ; X^ = X^ = Hjj X^-{.\^ — [1^. 
Soll dies auch ausserlich hervortreten , ao schreiben wir in 
'S) die tr statt der x und erhalten 

(12) a\=.0. 
Der Schnitt der F^ {(9) oder (I2)| mit der Normcurve JV^ 
-4) liefert das äextupel : 
< 13) ^ ^ oj _- a^ = «, [t* -I- 6 ttj Xfi.* + 15 «, X* (i* -|- ao tt^X' n* 
-t- 15 «^ X* [i' '+ 6 Oj X' (1 + Hg X' =: 0. 
Dieses geht aus (10) a durch Gleichsetzen aller Elemente 
X hervor A. h. a^ ist die nnch sechs Elementen X, X^ . . . X^^ 
polarisirte Form a^ (13). 

Daraus folgt dann, daas man (cf. pg. 36) der Form o' 
(12) auch die Gestalt 

(14) a' -- a , , , 
" 1*1 t^j 1*3 
geben kann, sowie, dass die Klammerfaktoren in (9) die drittea 
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Ueberechiebungen (büinearen Invarianten) der dritten 
ferentialquotienten von f Über die cubiecbe Form mit il- 
Wurzeln y.^, [i^, \i^ sind. 

Umgekehrt ist die Form a^, also snch o* ^ o* eiadeu^ 
durch a, bestimmt; wie aucb geometrisch evident ist, da dtiir~ 
sechs gegebene Punkte (13) f ^0 von N^ nur eine F^ gel^ 
kann, die alle N^ umschriebenen stutzt. 

Da die Normgleichung einer cubiscben Ranmcurve, 
lange diese eine eigentliche ist, immer (pg. 47) durch eS 
bestimmte Raumcollioeation herzustellen ist, so hat man : 

a) „Durch irgend sechs Punkte*) einer coH 
BcbenBaumcurve (aufdereine Parameterverth^ 
lung ausgebreitet sei) 

(13) Oj=0 
geht eine einzige sie stutzende F, dereo GI^ 
chnng dann mittelst einer bestimmten Collirra 
ation stets in die Gestalt gebracht werden kan. 

124. Suchen wir nnnmebr, ehe wir die F (12) 
untersuchen, die zur vorigen dualistische Entwicklung. 

Das der Curve N^ (4) einbeschriebene F -Nets 
(pg-48): 

(15) n, (3 I, ij _ ij) + n,-(9 I, X, - i, xj 
+ n, (3 », x,-^) = 0. 
Somit r u b t eine ClaaBeofläche <1> 
(16) u'f = 
auf der Curve N^, wenn : 



') Utn könnte auoli Nigen : durch leohs Rsnmpai 
eine umi^ F , die die donb die lecb« Fonkt« gehende cubiache t 

curve BtaiBl etc. 
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'setzt man daber zuvc 
ihre resp. rechten Seiten 
im die Bezeichi 



rderet in (16) die ß^^, ß^^, ß^ 
I (17), so kann man dann 



(18) 



lungsart einführen : 



I wodurch ans (lö) wird: 

(19) »I s »; p. + 2 1.. », p, 4- 2 
4- P, (2 ", », + 3 «]) + 2 p, {«. 



».) 



-p.(2« 



:, + 3 »J) = 0, 



nu<l 



(5) gemein- 



I Sextupel der dieser Fläche 

«"öen Ebenen erhUIt man : 
_ C20) Pi = p, X' — 2 p, XV + 5 p, XV" — 20 p, X' |i' 
■ +5p.XV-2p,X|.»+p.^' = 0. 

^P 125. Diese beiden Formen (19) (20) bedingen Bieh alao 

■^'^«der gegenseitig eindeutig. 
W Vei^leicht man beide, ao erkennt man ohne Weiteres, 

™**» (19) entsteht, wenn man aus ß (20) zunächst die Form 

r, C«3nrGh PoIanBation nach eecha Werthen) bildet, nnd dann 
I ^"^ ^^ die Substitutionen vornimmt: 
k <21) a, = M^^ a, = - 3 »„ o, = 3 «„ ti, = — «,. 

B^*^"^ war aber a priori vorauszusehen, denn die Bildung der 
■•■■Ziehung einer Klassenfläche <& , die mit N^ das Sextupel ß, 
P^-*i gemein hat und auf N^ ruht, muss ja gerade so (nur 

**^'liBtiBcb) erfolgen, wie die der Ordnungs fläche Fj (12), die 
**■ JV^ daa Sextupel a^ geraein hat und Nj stützt. 

Da aber die i mit den Coordinaten eines Punktes identisch 

**^ , 80 gehen vermöge der Gleichungen (21) (cf. pg. 49) 
^g^'**lit- in Eben enco ordinalen (für dieselben Argumente 
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AndrerseitB überzeugt man sich sofort, dua die bilini 
Invariante der Flächen (12) und (19) Identisch ist mit der d» 
beiden biniiren Formen (13) a. und (20) ß,. Demnach 
der wichtige, später vielfach benutzte Satz: 

ß) „Die bilineare Invariante zweier bin äre= 
Fermen sechsten Grades (a^, b^) ist identischm 
der zweier quaternärer Formen zweiten Grad^ 
die, = gesetzt, eine F^reap. O^ darstellen, d 
eine (sonst beliebige) cubischeRaumcurve tragta 
res p. auf ihr ruhen, und mit ihr die gegebene 
Formen a, b resp. gern ein haben. 

Sind also die binären Formen apolar, so au ^ 
die quaternären und umgekehrt." 

Auch dieser Satz ist leicht ohne spezielle Rechnung 
erhärten. 

Denn die Gleichung einer F^, die aus einer cubiscW 
Curve das Punktsextupel a^ ausschneidet und anf der Guar' 
ruht, musB (wie auch aus (12) ersichtlich) offenbar vom ere-« 
Grade in den Coefficienten von a;^ sein: deagleicheu die ^ 
Curve bezüglich einer zweiten Form h\ sich dualistisch T" 
haltende <I>j. 

Die simultaneD Invarianten beider Flächen sind vod ei:^ 
linearen Transformation auf der Curve völlig unabhängig A — 
simultane Invarianten der Formen a^, b\ (durch die ja 
resp. Flächen eindeutig bestimmt sind). 

Da endlich die bilineare Invariante der beiden bin! 
Formen die einzige ist, die vom ersten Grade in den Coi 
clenten beider wird, so ist der Satz bewiesen, der in di^ 
Art eine Verallgemeinerung*) des Nr. 49 aufgestellten 

126. Wir kehren jetzt vorläufig- wieder zu der einen 
(12) zurück. 

*) Uer gftns allgemeiDB 8>t£ findet eich In Cap. III diessa W«rX< 
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Id Bbenencoordinaten schreibt sie sich : 



o„ a, o„ o. 



<:22)0 = w * - I 



|Wo die rechte Seite die geränderte Determiaante der J^^ ist, 
Idie mit der Invariante vierten Grades a\ (cf. SalmoD, Höhere 
liAJgebra, art 252) zusanimeatallt *). 

Coinbinirt man (22) mit der Gleichung von N^, so ergiebt 
i*ich das die getneinsameD Ebenen beider Gebilde darstellende 
«■Bcattnpel als die Covariante von a* = f: 

(23) = s = k,, r„„ r„„ 



intialquolienten von f. 
uch geometrisch be- 



' iiit htit 'lütt 
die Dfiterininante der vierten DitFere 
Dieses ßesnltat wird sich bald a 
tätigt finden. Ea ist die Erweiterung (cf. Kap. III) des 
48 bewiesenen (ternären) Satzes und mag besonders be- 
'*öt werdeil, zumal da der eigenthümliche Zusammenhang der 
" **r»iien f nnd H später eine sehr wichtige Rolle spielt. 

X) »H at eine eine cubiscbeBaumcurvestUtz- 
r***<ieFj mit ihr das Punktseztupel /"gemein, ao 
|'**^ddie gemeinsamei] Ebenen beider durch die 
fm.ff gegeben, wo/fdie be 
I f (Determinante der 
enteo) ist." 
Nehmen wir das Resaltat vorweg, dass zu einer gege- 

^ El ist dies die von SylvEeter eo gen*DDte CkUIektikante, deren 
cshoindeii die notbnendige und hinreichende Bodingung isl, du» die 
a / «Ib Summe von drei sechsten Polcnien dnrstallbar ist. Davun «ird 
^^vhin Uebnueh gemuht. 



ekannte Covariante 
rten Differential- 
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benen binären Form H fünf andere gehüreo , so daea ihre 
Tariiinte H mit der ersteren Form identisch ist, bo gilt im & 
BchluBs an y); 

S) gSechs Ebenen einer cubiscben B&n 
curve sind zngleich die Ebenen von fünf d 
Curve stutzenden Flachen zweiter Ordnung (n 
dualistisch)," 

127. Wir gelangen jetzt mittelst der Form f zu ein 
aebr einfachen Darlegung der zum Theit schon von Re; 
(Grelle Bd. 82) eingehend untersuchten Eigenschaften der P« 
vielflacbe der Fläche (12), die der Curve N^ umbescbrieb 
sind. Man erkennt leicht die Analogie mit den Entwicklung 
für den Normkegelschnitt, auf dem eine bi quadratische binü 
Form gegeben war, 

Theilt man nemUch die sechs Wertbe X in (10) a in zw 
Gruppen 

^1 \ \'- \ \ \ "^'^ ^^^ ^^^- symmetrischen Funktionen 

o„ T., (1 = 0,1,2,3) 

8o geht (10) über in 

(24) a„ = U. (i. h. 
die Punkte (o) (x) bilden ein in Bezug auf unsere F^ [(12) oc 
(14)] conjugirtes Paar, Ana der Symmetrie der Form (10^ 
den sechs Elementen X folgt dann sofort: 

£) „Irgend ein conjugirtes Punktepaar 
serereine cubische Curve stützenden Fläche 
stimmt*) (mittelst der beiden au die Curve 



„^ -ei 

I 



*) Ist eine beliebige FlSclie zweiter Ordnung n^ := gegeben, 
beatimmen bek>iinltich«»(cf.K. D, Rosanen, CTslle's JoiimalBd-SS. pg.SG^^ ~*^' 
irgend vier conjiigirto Piinklep«»ro der Fldche aeoba weitere, die .^■"' 
den ersten die Gegeneckuu einen PolBochsflacbü der Fläche bilden. 
■ind dicB die lehn zerfallenden FiUclien der dreifscii nnendlichen 5ct:> *" 
»on Flachen «weiter Claese , die lich »ils den ereten Tier Pankteji»^»'*' 
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n^Bden Ebeoeotripei) ein der Curve umachrie- 
benee PoUecbsflacli der Flüche (d. h. desBensfimml^ 



1 obiges (i) gMtaltet sich gatiz 



Der tliergkng to» diesem fiatie ■ 
klag tri« in der Ebene (cf, fg. 88). 

Sind durch rier ooi\(ijgirtB Punltlapisro irgend einer F^ weitere mit- 
a findet cäne lineftre IdentitSt (in den a^) der Form statt: 

1 «in f » »iXi ' » 1373 ' * *iTi ^ Q Vä 

In der Thal giebt das zehn Gleichungen, aus denen sich gerade die 
bIisi Daliekannten (die VerhAllnieso der k nebet dsn Cuordinaten der 
■doi Pankle eines ftlnflen Pasrea) bestimmen. 

all nun schon ein conjugirtee Punktepaar ireitero mitbeatimmen, so 
a drei lineare Relationen xwiacben den Oy^ stattfinden; dann zernlit 
Identität 

B Qldohatigen , die die jetzt vorhandenen eieben Unbekannten be- 



\ 



Uühia mnra für diesen Fall die F^ xa drei PIH(^hen zweiter Klasse 
P<™B»d damit in ihrer Schaaraohaar) apolar sein. 

1 unserem Falle ist diese Scbaarechaar «peciell die einer cn- 

n Ranmcurve 9 umbescb riehen e. 

In der That giebt bb ja dann, wie SaU (i) laigt, Polvierflaohe von 

*• dl« f d. b. jeder der Flächen der Schaarschoar umschrieben sind, 

^*" »It der bekannten {Hefse'schen) Erklärung der Apolariiat über- 

"*™**imnit. 

Ongcbehrt aber folgt au« dem Obigen noch nieht ohne Woitorea, 
• *M solohe f nntchriebene Polvierflache von F^ giebt ; dies leigt erst 
"•• fttatentwieklung. 

Man findet diese Baziabung von F^ in f auch bei Seje (Crelle 
' BS) de* Näheren untersucht, der auch die umgekehrte Frage er- 
~*Ä*, welohe Curven o in einer gegebenen Flüche F. gehören. 

Anob im Übrigen verweise ich ein für allemal auf diese 

irwandten'a) Arbeiten Ke;e's, die mit nnsein Untor- 

''Uaigeu auf das engste zusammeuh&ngen, wenn auch die ganze Unler- 

**vuigsnielbade eine wesentlich verschiedene ist, Sie aber haben mir 

^ ^IgMtlliijhe Aawgmg anr AbfaMung dieses Werke« gegebcp. 
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die Noro 

le conjngirten Punkte 



i 



richcGegeneokenpaiiri 
panre aind)." 

pEa giebt eine fünffach unendliche (oo*)*) linear 
Schaar solcher der Curve umachriebeneii Po 
aechsflachc der Ciirve. Die bezüglichen Ebeoei 
Bextupel stellen auf der Curve die ganze bq: 
Schnittpunktsextiipelvon Fläche und Carrecoi 
jugirte Gruppe dar." 

Umgekehrt folgt hieraus mit Hülfe des Satzes (ß): 

Q »Ist eine cubische Curve nebet einer si 
stutzenden i^^ gegeben, so constriiire man die {qc ^ 
lineare Schaar von Klassen fläehen^^, die auf ^t^, 
und der Curve ruhen. Die dieser Sc haar mit d^^ T 
Curve gemeinsamen Ebenenqextupel sind dSe 
Ebenen der Polseoheflache dea vorigen Satze^»-- 

jDie ganze zur Fläche F^ cou jugirte Grnp^3 ^ 
von (Klassen-) Flächen setzt sich linear zusarani^^'' 
aus sechs b' lachen derSchaarderOj und drei d ^ö ' 
der Curve umbeaohriebenen Flächen." ^H 

„Die ganze zur Schaar der C>^ con jugirte Grup !^P^| 
von {Ordnung») Flächen setzt sich linear » ** 
sammen aus F^ und dem der Curve eiubeschrK ^ 
henen Netze." 

128. Nun kann man aber den Satz {ß) und Gleichn i«»« 
(24) inderaelbeu Weise auf eine ganze Schaar ir-^^* 
Flächen F^ anwenden, die nur aämmtlicb der Bedinguug ^^^ 
nllgen müssen , die Curve zu stützen und gelangt so zu d^^ *^ 
allgemeineren, später benutzten Satze : 



•) Dic«e gebrfiuchlichfi Abkuiziing werde von jeUt ab eiDgefät^ _ 
Eine uniiore Abkürzung tritt forocr das Öfteren epstor «uf: lo oft t ^^ 
Zweifel barmcheD bann, beime ee nur „Invalution* statt „biqnadnliie- »-* 

Inroluliun". 



Dia [Cey<iVdii> Apul. 
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T)) , Gegeben sei eine cubisclie Bauincurve 
Bd eine cc" (m^O, 1, ..ö) lineare iSchaar von 
, die alle die Curve attltzen. 

Dann exiatirl eine (x^ ((i = 5 — »») lineare 
^Sohaar von 3>^ die alle auf der f^-Schaar und zu- 
ckle ich auf der Curve ruhen. 

^m Die der ^^-Scliaar mit der Curve gemein- 
HlKinen Sechs flache siud a//e der Curve um schrie- 
be n en j» cm ein^omen PoUechsf lache der-F,-Schaar. 
^ l)ie zugehürigenEbenensextupel der Curve 

bilden die ganze zur .Schaar der Schnittpunkt- 
,i 'extupel von Curve und f^ -Schaar conjugirte 
P«>iäf'e)Grapp e." 

BDem entspricht dann, daes die ganze zur 

-Schaar conjugirte (quatemäre) Sebaar sich 

^n<-ar zusammensetzt aus den Flächen der ^^- 

thaur und den der Curve umschri ebenen Flächen: 

^gekehrt setzt eich die ganee zur Schaar der 

[ Conjuffirte (quaternäre) Schaar linear zusam- 

ie tiBUB den Flächen der i^^-Schaarnebs t den der 

^■•»«■ve einbeachriebenenFIScben." 

129. Wir kommen jetzt wieder zu eiuor Fläche F^, die 
Cnrve stützt, zurück und stellen ihre der Curve uin- 
Q»-tebenen Polflinf- und -vierflache auf. 

Bekauutlich wird ein Polsechsflach einer F^ zum PoJfünf- 
^{i. -Tierßacb, wenn äne resp. zwei seiner Ebenen u n b e- 
■ > mmt werden. 

Dann ist jeder Eckpunkt zur Gegenkante resp. Gegen- 

One conjugirt. Mithin werden diese speciellen Polsechsflache 

^•niiöge der bekannten Umformung der Form a^ (pg, 32) 

MUt dtirob die GleicbangsByateme: 



mgsayat 



(25) 



bte Reye'Bclie Apol&rililt und d 

M, s o, Sj + o, S_ + . 






a„ = a, T, 4- o, 7", + . . o, T. = 
te<p. (26) Mj, = o_ j; + », 2", + . . o, r, = 0. 

\Ä„ = a,T, + a,T, + ..a,T,=0 
WO die ^ reap. A die nach fünf resp. vier Wertl»« 
jjolarisirten ersten resp, zweiten Differential quotienten 
f ~ a? sind. 

Dies heiest aber mit Utllfe des Fundamentiilsatzea des §. S- 

x) ^Die Ebenen der einer cubieclien Raum- 
curve umschriebenen (oc^, linearen) Schaar d 
Folftlnfflache reap. der (oo', linearen) Schaar d 
Polvierflache einer die Curve stützenden o 
daaSextupel /'aueschneidendeni^i ein d durch d. 
zur Gruppe der ersten reap, zweiten Po^oren v 
/|co «7 »i/iffenGruppen dargestellt." 

Dieae der Curve umschriebenen Polvierflache v*>** 
F^, die also eine biquadratische Involution auf der Curre 
zeugen, bilden weiterhin den Kern der ganzen Eo 
Wicklung. Ea wird sich zeigen, dass man umgekebr' 
von ihnen ausgehend, wieder die F^ recoii 
kann (und zwar in eindeutiger Weiae). 

130. Zuuächat zeigt man leicbt, wie aus dem letzten S&t 
wieder der Satz (_y) hervorgebt. Denn aua den Gleichungen 
(26) folgt, dass man von den vier Elementen (Ebenen 
Curve), die ein .Quadrupel der Involution der Polvier6uche 
bilden, eines beliebig annehmen kann; dann ist das Quadrupel 
eindeutig bestimmt. 

Man wähle als eine solche Ebene eine der gemeinsan 
Ebenen von F^ und der Curve. Dann (und nur dann) ü^t 



1 ui- 

I 
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Pol ^in Bezog auf die F^) auf ihr, d. b, es müsaen von den vier 
Ebenen deB Quadrupels zwei coincidiren. 

ZunäcLet ergiebt aich durch Eliminattoi] zweier der vier 
in (26) enthalteneu Werthe X^ X^ X^ X^, etwa X,,. X^, die Gleich- 
ong (23), wenn mau in ihr die vierten Differeiitialquotienten 
Dach zwei Elemeuteu X^ X^ polarisirt. 

Dana stellt (33) die Bedingung dar, unter der zwei Ebenen 
der Curve X, X^, einem Quadrupel der Po IvierS achin volutioo 
ui gehören. 

Falleu X|, X, zusammen, so reaultirt demnach (33) selbst, 
q. e. d. 

In der Tbat kommt dies nur auf einen früheren Satz 
(PS- *') zurück. Denn die Doppelelemente einer biquadra- 
tiachen Involution sind ja die Wurzeln ihrer Firn ktion aide ter- 
■niuante. Diese ist aber identisch mit der ihrer coojugirten 
Gruppe, d. i. hier der Gruppe der zweiten Polaren von f, ist 
^iso keine audere als die Covariante H. 

131 . Durch sechs beliebig gewühlte binäre Formen sechsten 
"•"•des ist, wie wir wissen , im Allgemeinen stets eine siebeute 
*" a.]leo jenen apolare eindeutig bestimmt. (Nach früherer 
t&§- 2, 5) Bezeichnungsweise heisst dies: man fasst eine Form 

aJs iSchnittpunktform einer jf^ auf.) Dies hat hier zur 

X) „Sechs beliebig einer cubischen Raum- 
** *• "ve umschriebene Sechsflache aiud Polsechs- 
^ «sbe einer bestimmten die Curve stützenden F^. 
^ Van giebt er eine oo" Schaar solcher Polsecha- 
^ <;he etc. etc." 

132. Wir gelangen Jetzt zu dem am Schluas von Nr. 129 
*^ ^deuteten Satz, der «ch algebraisch einfach so forma- 
'*^*» ISsst: 

(t) yDie zu einer gegebeneo biquadratischen 
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Involution conjugirte Gruppe ist (im Allgem^ 
Den) die Gruppe der zweiten Polaren einer l» « 
fltimmten Form sechsten Grades." 

Den Beweis fuhrt mau so. Ist die gegebene InvolntLc^ 
eine ganz allgemeine, so auch ihre conjugirte Gruppe. W" 5 
zeigen daher, daas drei Hllgemeine Fomieu vierten Grades 

(27) f~a{, X = *I. 4' = cl 
die zweiten Polaren einer bestimmten einzigen Form 

(25) ff ^ gl 

sind, d. b. dasä es drei bestimmte lineare Coinbiriationen «3.a 
tf, 41, X gißbt, die die zweiten Dilferentialquotienten ^r< 
g sind: 

(ti, <P + ^, X + «. + '=- 9ii 
(29) k T + V, X + ". * = ff„ 

Dies liefert acht in den neun Grössen (i, v, n homog« 
lineare Relationen, die demnach ihre VerhUltuiBse eindeu't^*] 
zu bestimmen erlauben. 

Denn die Möglichkeit, daas etwa zwischen diesen ( 
Relationen Identitäten stattfänden, wodurch die Werthe ^* 
ji, V, Jt unbestimmt würden, widerlegt sich z. B, so. 

Man sieht, dass ftlr eine Form g ihre Covariante ff t^™ 
mit der Funktionaldeterniiaante der Formen (27) zusamm« 
fällt. Demnach ftilirt unsere Frage a« der andern : W i e t i ' 
Involutionen vierten Grades giebt es mit ge ff * 
benen sechs Doppelelementen? oder Wie viel F<* *" 
meo sechsten Grades giebt es, die eine gegeben* 
zur Covariante ff haben? und dies wieder nach Snt» "^ ^m 
WievielFjgiebtea, diemiteioer cubi sehen Cur*' *■ 



iEbe 



Q haben 



eCu 



ve stutzen? 



Aus dieser letzten Form geht aber deutlich hervor^ 
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muBfi, womit der auf- 



» eine endliclio Zahl Bolchcr gebi 
geworfene Zweifel erledifi^t iat. 

Von dieser endlichen Zahl von Löeungen ^eliärt dann 
oach Obigem eine bestimmte zu der gegebenen zu (27) cou- 
Ju^rteii Involution. 

Die fragliche Zahl der Lösungen ist schon oben (Nr. 126) 
I vorlüuGg als f(inf angegeben. 

Somit ist Satz (^) erwiesen und wir geben ihm die andere 
^tricbtigere Gestalt : 

|i') pDie Theorien der binären Form sechsten 
OradöBund der biqnadratischenlnvolutionsiud 
id e ntisdi." 

133. Mit Rücksicht auf diesen letzten Satz ist dann die 
Trage nach der Bedingung, unter der zwei Elemente X^, X^ 
«inem Quadrupel einer gegebenen Involution 
(30) aJ + t p; 

I •ngeiSren, itchou iu Nr. 130 erledigt Deun seif ilie binäre 
] rorni aecliBtoli Grades, deren cweite Polaren die zur gege- 
I 'Mieii Involution eo^njugirte Gruppe bilden, ao ist die ße- 
I *Waiig (of. die analoge pg. 98) 

An, \n. Kn[ 
(31) = H 'a„„ A,,„ A„„| = 
|a.,„ A,„, A.J 
fO 'a -f" "i 'i "l~ % ^ii ''i '^0 ~l~ "e °. "H "s °»' ^* °o ~f* "a "i "l~ **« *s''' 

» "o ~l~ •*» ^1 "I" "4 'a' "j ^0 ~l~ "* ''] + "s °i' "« "u "f" '^B °I H" % "t I 

B*o H aus der CovarianteÄ von /"durch Polarisation der vierten 
I "'fferontialquotieuten nach zwei Wertheu Xj \ hervorgeht. 
Die Ecken der der cubischeii Clurve umschriebenen In- 
I '^lutionatetraeder lii-gen auf einer zweiten Curve, die wieder 
I '*He cubiflclie ist, du nach (26) zu jedem Element X^ drei be- 
■'^mte X^ Xj, X^ gehören, die mit ihm eio Involutionaquadrupel 



210 ^>® Reye^Bche Apol&rit&t und die Normcnnren. 

bilden d. h. da in jeder Ebene der ursprünglichen Curve nur 
drei Punkte der zweiten Curve liegen können (die drei Eck- 
punkte des durch die Ebene X^ bestimmten *) Tetraeders). 

Beide Gurven stehen also in der Beziehung ^ dass der 
einen oo*- Tetraeder um- und der andern zugleich einbeschrieben 
sind, eine von Hurwitz*^) näher studirte Beziehung, die daher 

von jetzt ab immer kurz die Hurwitz'sche heisse. Dann können. 

wir sagen : 

v) jjDie einer biquadratischen Involution aik^^ 

gehörigen Axen einei* cubischen Raumcurve (Nj 

sind Sehnen **) einer zweiten (H^), die zur erste 

in der Hu rwitz'schen Beziehung steht. Densec 
Doppelelementen if = der Involution ea. t- 
sprechendie sechs Tangenten von N^ die Sehn^^ n 

von H3 sind. 

Jede Ebene von N. ist Ebene eines N. um- u ki d 
H einbeschriebenen Tetraeders (dualistisch jeA er 
Punkt von Hg Eckpunkt eines solchen). 

Stehteine Curve H, zu N^in dieser Beziehung*, 

so las st sie sich immer durch ein 6 Gleichung (31) 
vollständig darstellen.^ 

Somit sind die Begrifie ^bi quadratische Involution aof 
einer cubischen Curve*^ und ^Hurwitz'sche Beziehung zweier 
cubischer Curven^ vollkommen vertaus'chbar, und der Satz (fi) 
gewinnt jetzt für die Theorie der cubischen ßaumcurven fol- 
gende Gestalt: 

(i") „Stehen zwei cubischeBaumcurveninder 

♦) Zu einer Ebene der Curve gehört ein Punkt als Pol (in B»oK 
auf die F^\ der mittelst des an die Curve gehenden EbenentripelB d*^ 

Tetraeder bestimmt. 

**) Im Allgemeinen giebt es bekanntlich sechs Azen einer cubiflclitfi 
««Curve, die Sehnen einer zweiten sind, in unserem Falle aber nDeoAlicb 
viele. Wir kommen später darauf genauer zurück. 
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Ha rwitz'acben 
lieben iiia- resp. 
Pol tetraader ei 
C u rve stützt ree 



eziehung, so simi die beztig 
inbeSL'hriebenen Tetraeder dii 
er beBtimniten I'\^, die die eim 
, aufderandern ruht, deren mi 



der einen getneinsiime Ebenen reep, mit Her an- 
der ngemeiuBuiue Paukte in dieDoppeleleniente 
£f cl ereugehorigen Involution fallen, und deren 
mit der einen gemeinBame Funkte resp. mit der 
an dem gemeinsaine Ebenen durch eine Form f 
d&z-geatellt werden, deren Gorariante if mit der 
o l» i gen Form TfauBam meufällt.' 

1B4. Damit aind die Grundlinien einer Tbeoriu verzeich- 

''^tj die. der lu den §§. 17 ff. du riJi geführten ganz analog ist, 

(ad^ni man hier von einer binären Form sechsten Gradea als* 

^-•**^P' ariante H einer andern solchen Form ausgeht. Daher 

^_ 5{>r>ädit sieh der dem tSatze Nr. 76 entsprechende so aus : 

^H i:) gMan gebe von irgend einem Sextupel H 

^B-^ ** ^ eiuercubischen Kaumcurve9au8. Dunngiebt 

^Hf^ ^ einmal fUnfCurveu Ug, die 2U tp in derUurwitK- 

^Hr^ *~> en Beziehung stehen, sodass sie die sechs 

^ xigenten H zu Sehnen haben *); andrerseitB 

^ »» f Flächen F^, die cp stützen und mit i^ daa 

^ «ncnsextupelZ/ge mein haben. 

Je eine der Curven H ist einer bestimmten 
Flächen Fj eindeutig zugeordnet (und umg,), 
m^* ^ cm sie derOrtder Ecken dercp umschriebenen 
^ IvierflachevonF^iBt." 

135. Dieser Zueammenhang zwischen einer Curve H^ und 
ihr zugeordneten F^ lässt sich leicht nocb genauer verfolgen. 



*) Dies lind gcrads (wie lich neilerhin berauBetellBD wird) dia- 
£«11 ninf cubiiehcD Oirvan, die üb«rb>apt aooha Tangenlen von f lu 
=•«) htbeti. 

U* 
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Denn die Curve H^ ist der Ort der Ecken der 9 
Bchriebeaen Tetraeder einer bestimmten Involution (mit dc^ 
Doppelelementen H), also (cf. Hurwitz I. c.) durch irgen 
zwei beliebige 9 umschriebene Tetraeder gerade bo eindeatt 
beBtimmt, wie die Involution durch die beiden bezQglichi 
Quadrupel. 

Mit Kückeicht auf die SätKe (^), sowie [i) bis (r;) bat in: 
daher Folgendes: 

p) ,EinercubiBchen Raumcurve 9 seien irge 
zwei Tietraeder umbeschrieben. Deren Eck 
liegen auf einer bestimmten Curve Hj(^der da 
noch unendlich vielesoiche 9 umschriebene TZ?" 
traeder einbesch rieben sind). 

FUr jedeB der beiden gegebenen Tetraefl « 
giebt es eine fSchaarschaar vonFlächen $^, d# 
ihm einbeschrieben sind und aufcp ruhen. Dies 
seien S , S^. Dann ist die H^ zugeordnete 7^^, f ä 
die alle Hg ein- und 9 umbeschriebenen Tetraeder 
Poltetraedor sind, dadurch eindeutig bestimmt^ 
dass sie auf den drei Schaarschaaren 5,, S^, 9*} ruht. 

Dann ruht sie auch auf jeder weitem Schaar 
Bchaar, die durch je eines der obigen unendlicli 
vielen Tetraeder mitbestimmt ist." 

136, Will man umgekehrt von der Fläche F^ zur Curve 
H übergehen, bo kann man gleichfalls von zwei, 9 uroschriebeneD 
Tetraedern ausgehen, wie im letzten Satze, oder auch von 
irgend drei 9 umschriebenen Fünfflachen resp. irgend sechs 
der Curve 9 umschriebenen Sechsflachen. Die letztere That 
aache ist schon im Satze (X) ausgesprochen gewesen. Hier 




^ 






*) Die BcJiaarscha&r f 
Bcbriebene BohaarBohaiT toii 
gilt vom Kutie f. 



il der Abgekürite Augdruck fär die |p nm- 
FULchen xwMtei Klasie. Das Ütulütiwlie 
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luuidelt es sich um die Construktion der zugehörigen F . Diese 
flicMt wieder sofort aus den 8ätzeu (ß) (e) bis (ij) : 

q) ql. Irgend seclis cp umschriebene Sechsflache 
iind Poleecbsflache einer beBtimmten (cp atUtzenden] 
J*^. Diese Bestimmung geschieht so. Jedem der 
8e che flache ist eine einzige Fläche O^ einbe- 
chriebeti, die »uf dem Netze cp ruht. So ont- 
teheü sechs FläcbeutDj (/; = !.. 6). 

Oatin giebt es nur eioe F^, die die Schaarachaartp 
11 d(iie sechs Flächen »tj (üud dumit natürlich die aus 
b Den linear gebildete ac*-Schaar) stützt. Dies ist die 
e wnoschte. 

II. Irgend drei i^ umschriebene FUnfflache sind 
'o IftInffUche einer bestimmten (cp stutzenden) P,, 
'le Bestimmung ist der in 1 analog. 

Kb giebt für jedes der drei FUnfflache eine 
^ lineare) Scbaar Ton FlächenO,, die ihm einbe- 
'öricben sind und auf dem Netze ep ruhen. Dieae 

Üann giebt es nur eine F^, die dieSchaarschaar 
*»eliBt den drei Scbaaron il^, il^j, 1,^ stützt. Dies ist 
"* go wünschte." 

Diese drei SStze (p) (ol) oll) lassen sich kurz in einen zu- 
"•mcnfaasen, der dann zugleich noch eine Reihe ähnlicher 
"halt, nemlich: 

t) „Die sechs Sechaflacbe des Satzes (al) laaaen 
*^ h der Itcihe nach ersetaen und awar immer 
" G] durch ei n FUnfflach, undimmer dreidurch 
ö Vierflach." 

137. Wir gehen jetzt über (analog dem Verfahren des 
1 %, Nr. 52 ff.) zur canoniachen Form der Flächen F^ (die die 
*»**< <p «tataeo) und der augebgrigea Curven H,. Die»a fiÜlt 
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wieder völlig mit der biuären GanouizatioDsfrage zasammen 

Zugleich treten dadurch verscliiodeue der oben entwickelte^^^ 
Eigenschaften von F^ in ein hellereB Licht. 

Den Ausgang bilde wieder die Form aj - fi "leren zug« 
hörige Fg o* (13) war. Man kann bekanntlich eine Form 
auf fünffach unendliche Weise als Summe von sechd BeidiBte 
Potenzen daratellen: 

{32)f=%\(k-cc;i'=a{. 

Dabei miterliegen nach dem schon oft erwähnten Rosaa. « 
sehen FundamentaUatz die oi der einzigen Bedingimg, Würz« 
einer zu /" conjugirteo Form zu sein. Die sämratlichen Se.^- 
tupel a sind somit durch die zu f conjugirte Gruppe (d. h. *ZL 5e 
tf umBuhriebenen Polsechnflache von F^) dargestellt. 

Werden ein resp. zwei reap. drei a unbestimmt, so da— m""^ ^ 
man sie gleich X nehmen darf, so reduclrt sich die rechte Sei^^^*-" 
von (32) auf die Summe von fünf reap. vier resp. drei Poteniei^ 
Die bezüglichen Wurzelsysteme a sind dann durch die zu de.- 
ei'Bten, zweiten, dritten Polaren von f coujugirten Gruppet 
repräseutirt. Das letzte findet offenbar, wie ja auch bekann*' ' 
nur statt, wenn die schon Nr, 126 erwähnte Invariante B {Üjf " 
veeters Catalecticante) verschwindet (wenn also die F^ znrC^^ 
Kegel wird). 

Die beiden andern Gruppen entsprechen der oo*- resp, cc*^ ■• 
Schaar der cp umschriebenen Polflinf- resp. -vierflacbe von F^ 

Nun ging aus a\ (32) die Gleichung von F^ hervor, wcd^ 
man erst die l''orm a (10) und daraus die andere a, bildete. 

Bei der Darstellung (32) geht dabei irgend ein Tenn i^ - 
rechten Seite 

(33)ft,(X— «jj'uberinSjiaf— s,a['-Hs,a^, af+s^a 
^ (Oji a^ — o, a* + <^j "j — ^j) (^0 *? — "^1 '"'' ~^ 
mitUiii ist die Gleichung der zur Form f (32) gehörigen F.: 
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(il) F,sa', = S i, (o, a 



-»/ = »■ 



Dabei sind die in's Quadrat erhobenen K]unimerf;iktoreD 
rrcht» offenbar die liiiken Seilen der Gloitlmngen der secbs 
Kbeücn ci^ der cubiSL-Len Curve N^. 

Diese Daratelluni; (34) ist aber wieder die bekannte der 
r lachen zweiler Ürdmiug vermöge eines ihrer Polaechüflache. 
Gelil der Index ( nur bis ö resp. 4, so geht die Darstellung 
über in die vermöge der PolfUnf- resp. vierflache. 

Und endlich, geht t nar bis 3, ao besitzt die F^ ein Pol- 
arcifladi, ist also ein Kegel; und in der Tbat war ja die Deter- 
"»iuantc der Flüche F^ identisch mit der Catalectiuante B. 
<cf, pg. 201.) 

Dies Resultat drücken wir kurz so aus: 
t») „Der' binaren UarsleJJung der Formen 
•chaten Grades^ als Summen von sechs, fünf, 
'^■* sechsten Potenzen entspricht in eindeutiger 
^ * ise die qunterniire Darstellung der (eine cubi- 
*^heCurve<p stützenden*)) Flächen zweiter Ord- 
'**ag nlsSuminon von sechs, fünf, vier, zweiten 
■**tenBen (d. i, mittelst iiircr tp umschriebenen 
*oi«ech8-fBiif- vier flache). 

Diedie biuSrcDarstcllung leistcndenSecbs- 
^'^Uf-Viertupcl sind durch diezu/; ihren ersten 
""d zweiten Polaren conjugirten Gruppen dar- 
»tellt. 

Verschwindet die Catalecticautc ß von /*, so 



^ Utog«kehrl j[ebl ftii* Satx (9,) hervor, du* msn bd Kogrande- 
'^ »incT g*oi belieligen FlAcba iweiter Ordnung don Bata luj 
"F «Tiwcnili^ii k^nii, 8oli«l(! mftii *iir Ciirvc f irgood eine irgend 
^ Fultolraoit» Aei FlKclii! eingeaahri ebene ciibioclie Raumcurrs nimmt. 
«lit »naloge, Lokwinieio Theorio der Ebene (Mr. 146). 
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lässt sich f als Samme von drei Potenzen da 
stellen und F^ wird ein Kegel." 

Das letzte künnen wir auch so ausdrucken: 

Die Catalecticante B von f verschwindet, wenn awisch 
den dritten Differentialquotienten von f eine lineare Identi' 
besteht (denn dann giebt es cf. §. 7 eine zu iliiien conju; 
cubiache Form). 

Daran schliesst sieb dann der noch spcciellere (später 
Wichtigkeit werdende) Fall, daas sich f als Summe von 
(atchaten) Potfiiaeu darstellen läsat, wenn zwischen di 
vierten Differentia!i|uotienten von f drei lineare Identiti^' 
stattfinden. Denn dann giebt es nach dem citirten §, 7 
zu ihnen conjugirte quadratische Form. 

Aus der Bildung der Differentialquotienten folgt aoFSi 
dass die Bedingungen für diesen Fall auch durch das 
schwinden (der Kerne) (cf. §. 2) der Matrix; 



(34) 



a a 



o. o ^ 



ersetst werden können. 

Die Gleichung der F^ wird in diesem Falle von der Fo: 
F, = *, Aj + A, Aj = 
d. Ii. eiu zu den Ebenen a^, a^ der Curve cp (N^) harmoni 



Uj) ^Finden zwischen den vierten Differe- 
tialqnotien ten von /' drei lineare Ideutititi 
statt (d. h. verschwindet die Matrix (34)), so gie 
es eine zu ihnen conjugirte quadratiacbc Form 
(35) (X— «,) (X— aj. 

Dann zerfällt die eine cubische Curve 
stutzende (und das Punktaextupel f ausachu 
dcnde) Fläche ii^^ in ein zu denEbeneua^, a|Vo[ 
hurmouisches Ebenenpaar. 
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Der Satz gilt, 
gekehrt« 

138. Ganz ähnlicli iiimnit auch die zu einer F^ gehörige 
Ciirve Hj (31) eine caiioutsche Gestalt an (gatiz wie der 
Kegelschnitt H in Nr. 52). 

Tlenn durch KiiiBetzen der nach zwei Elementen polari- 
lirten vierten Dift'erentialquotienten der Form /"(32), wo aber 
•er Index i nur bia 4 gehen mag*), geht IL (31) nach leichter 



Reell 



uang u 



[36) H, 3 £ S S (/r, /.; A-, A, A^ A, D^J = 



0{i,i,/, = l,2, 3,4) 



oder auch = 



t A. ■ 



w-o (37) 



f A = Q x - 



;, -f-d^ (i= 1,2, 3, 4)- 
JD, = 0^,„ = [(«, - 0^,) (a^ - a„) (a, - «__^)1 
gOemitach ist (3ti) die Darstellung einer zu 
^hergegebenen cubischen Curve ^ iu der Hurwits- 
^hen Beziehung stehenden zweiten cubischen 
''»»-ve mittelst der f um- nnd ihr eiubeechrie- 
^H «n Tetraeder." 

Daher findet der Satz der Ebene (Nr. 54 ir II): „Stehen 
■'«» Kegelschuitte in der Beziehung, daes es ein dem einen 
***- nnd dem andern einbeschriebenee Dreieck gieht, so giebt 
' »olcber Dreiecke unendlich viele" folgende (nicht voU- 
'*'*»nion analoge) Erweiterung: 

f) „Stehen zwei cubische Curven im Räume 
* ^erUe Ziehung, dassescinder einen (tp) um- und 
■"gleich der andern (ij*) einbeschriebenesTetra- 
*^T giebt, 80 giebt ea in der oo*-Schaarvon diesem 

•) Wir wollen tinii «iif den Fall dor Pollotraoder beichrHrikou . ob- 
■***« fllr PoUünf- lind ■n-;liiiU«c1ia die emte tVm der Uleicbiiiig (36) 
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Tetraeder einbeschriebenen cubisohen Curv^^^^^n 
noch dreifach*) unendlich viele; für die es danz^^^n 
(einfach) unendlich viele Tetraeder giebt, d -^^^Se 
irgend einer von ihnen ein- und 9 iiinhflnrhrifthM u 

sind. 

Ihre Gleichung ist (36) , sobald man unter d 
Ä'j**) variable Coefficienten versteht, währe: 




*) Demnach ist es für die dem Tetraeder einbeschriebenen ciibiie~lft==3eo 
Carven (^) nur eine Bedingung, zu 9 in der Hurwits*Bohen Beiieh'^LJS^^Hng 
zu stehen. 

Diese kann man mit Rücksicht auf das Spätere so formuliren. 

Die sechs Kanten des Tetraeders repräsentiren sechs Axen der Cubl -^are 
9, die zugleich Sehnen der andern, <|>, sind. Im Allgemeinen gieb^b- of 

dann keine weitere Axe von 9, die Sehne von ^ wftre. Qiebt es 
eine, dann existiren auch noch unendlich viele und die Carve f 
dann zu o in der Hurwitz*8chen Beziehung. Man kann daher sagen: 

,,Die beiden im Satze (9) angenommenen onbise Ihb. en 
Curven (9) (^) stehen dann in der Hiirwitz*Bchen Besieh '■:k. ng 
sobald es eine weitere Axe von 9 giebt, die zugleich S» 1^ ne 
von ^ ist.*^ 

**) Nimmt man andrerseits zwei beliebige der Curre • umschri^li:^*"^* 
Tetraeder an , so geht (cf. Satz p) durch die EIcken derselben eino ^sin- 
zigo bestimmte Curve H , die in der Form (86) darstellbar sein 

8 

Dann handelt es sich nur noch darum , die Coefficienten k an beatinrx 

was so geschieht. 

Sind die Argumente der beiden Ebenenqnadrupel von 9 resp. 

aaaa; B,3,6,6 

so muss es eine bestimmte binäre Form sechsten Qrades / geben, da< 
den beiden Formen 

ik (X-a/; ik' (X~P)* 

darstellbar sein muss. 

Die Identität beider licfei-t aber sieben Gleichungen, linear 
homogen in den acht Grössen k, k ' wodurch ihre Verhftltniaae ein<l< 

bestimmt sind. 



18. 



m 



Evd 



Die Keyo'iche Apularitflt und die Nor 



219 



Jie />jUad/I, die obige (jetzt aufunBerTetraeder 
lie a Q gliche) Bedeu tung haben." 

Die canonisdic Form der Curven H^ wird voi» grösserer 

Bedoutmig bei der Betracbtuug der binären Form f auf dem 

(Norm-) Kegelschnitt der Ebene, die uns bald begegnen wird. 

Der zum Sotze (9) parallele 8atz für die Flächen F^, die 

ein gegebenes 9 umachriebenes Tetraeder zum Polteiraeder 

•»oben, ist dagegen dem bezüglichen Satze der Ebene (Nr. 55 

^ ') ganz analag. Denn dieser hiesa rein geometrisch: ,Giebt 

"" ein einem KegeUcImitt tp umschriebenes Dreiscit, diis Pol- 

«reiaeit eines zweiten ist, so giebt es unendlich viele und der 

zweite Kegelschnitt stützt den ersten." 

Hier, im Haume, hat man mit Rücksicht auf Gleichung 
84) sofort: 

») ^Stehen eine Fläche zweiter Ordnung F^ 
pwd eine cu bische Kaumcurve ly in der Beziehung, 
» es ein^umschriebeues Poltetraeder von F^ 
i*»l>t,90 giebt es unendlich viele solche und die 
"'s che stutzt die Gurve. 
Denn seien 

(38) y, = 0. y^ = 0, tf, = 0, y^ = U 

■O Ebenüii des Tetraeders, so lässt sich bekaiint- 
"ch die F, in die Gestalt bringen: 

(39) n, y\ + f, yj + v-i ;/! -¥v;y\ = f. 

Ist dann aufcpiu bekannter Weise eine Para- 
'* % ervert heil nng ausgebreitet, und sind «,, Oj, o^\ 

Argumente der vier Tetraederebenen, so 
*** let die zugehörige biuiire Form sechsten 



Utisil iil a)sn aurIi di« Äufgitbo der Nr. IZi luf eine iweite 
'***<4 i^lixl. Auf diu eiplii^irto D*ralellung der Grüaseu k^ (irie kuoh 
''*'»»«1» der OtÜMBn <^ 1. r. {29)) soll vorxinlit«! werdeu. 
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(40) |x^ (X ~a^)* + |x, (X-a,)* + li^ (X-a/ + |i, (X-«/ == 0. 

Dann ist (39) diejenige F,, die^ stützt uod vrm -m it 
9 das Punktsextupel (40) gemein hat.' 

139. Die Untersuchung in der Ebene (§. 17 ff.) Hbe- 

schäftigte sich zuerst mit den einem Kegelschnitt 9 nmsctm ^Krie- 
benen Poldreiseiten eines Kegelschnitts F. Die Ecken dL^jsiu^r 
Dreiseite (deren Seiten auf cp eine Involution, dritter Ordm mjsmg 
bildeten) lagen auf einem andern Kegelschnitt H. Di» so 

dieser Involution auf cp conjugirte Gruppe (Involution) lief«^^ rte 
die Poldreiseite eines Kegelschnitts F' und ihre Ecken la-^^en 
auf einem weiteren H '. 

Aehnliche Verhältnisse gelten auch für unsere jet^^^g^ 
Entwicklung; indem wir die zur gegebenen Involution viö^r""^*^ 
Grades (auf 9) conjugirte (dreigliedrige) Gruppe in's Ä-"^iJg® 
fassen. 

Die gegebene Involution sei 

(41) a{ + h 6J, 

die conjugirte Gruppe 

(42) V, 9, (X) + V, (p,(X) + V, 9, (X). 

Dann bilden die vier Elemente X^ X^ X^ X^ (nach N" 

das Wurzelsystem einer Form (42), wenn ihre homog^ 
symmetrischen Funktionen s^(i zzzO, 1, . . 4) den Bedingu 

gentigen 

(43) a^ = 0, 6^ = 0. 

Daraus folgt sofort, mit Hülfe der vielbenützten 
Wicklung der Nr. 21, dass drei Elemente X^ X^ X^ ck 

Quadrupel (42) angehören unter der Bedingung *) 



*) Dies ist also nach der Terminologie des §. 2 die qiuidral 
öchnittpunktsgleichung erster Ordnung der I^i 
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i"» ''o ~l" "i "i ~i" "» '^i "l~ "a ^a» "i °o ~l~ "» ''i "f" ''a '^g "l~ <*. <^.l 

wo alMo die vi resp. jB die nach den drei Elenieolen X^, X^, X 
polnrisirten ersten DitferentiiilijuotieDten von «*, reap. djsind. 
Diee liefert den Satz: 

X) »Ist aufder(:ubischen(Norm-)Curve N^die 
'nvolulion (41) gegeben, flo liegen die Eok- 
Poiilde der oc'- ScliaarvonNj umscIiriebeneuTe- 
'»"«edern, deren bezügliche (Argumenten-) Quo- 
"•■upel durch die zu (41) conjugirte (iruppe(42) 
*• * i-geBtellt sind, auf einer Fläche zweiter Urd- 
'»*»ngH'(44).'' 

Und da man umgekehrt von einer beliebigen Gruppe (42) 
^Anstatt von einer beliebigen Involution (41)) ausgehen kann, 
' «rbslt man so den bekannten'^ Satz: 

X,) «Die Ecken irgend dreier einer cnbis eben 
Umcurve (p umschriebenen Tetraeder liegen 
r^ ^ einer bestimmteu Flüche »weiter Ordou ng.' 
Die nühere Untersuchung dieser' Fläche und ihre Be- 
füllungen zur Involution finden eine passendere Stelle im 
^Uschlu»» au <Iif Dursteilung der luvulutioii aul' dei 
*'''6ei*chuiii resp. der Theorie der rationuleu ebenen Curven 
'»«rter Ordnung. 

Dabei wird sich herausstellen, dass diese Flächen H' 
*olI«t«ndig dadurch charakteriairt aind, dusa drei As' 
I ^Xbischen Curve ganz auf ihnen liegen •). 



*) Im Uflhrigen treffen li« <lie Curra in den evcha Punkten, deren 
I '4i|^m«iilc doli acohB DoppnlelRtnontcD der durch die PIHche auf der 
C^inre faetgelaglen InTelutian (ogehOren. 
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Zunächst verlassen wir die cnbisdlke Corre und studiren 
die binäre Form sechsten Grades oder die biquadratische 
Involution auf dem Normkezebcbiiitt . für die viele Eigen- 
schaften durch einfache Lebertra^nngen ans diesem Para- 
graphen gewonnen werden werden. Umgekehrt wird dann 
wieder die ebene Theorie die räamHche weiter fuhren. 



Die binare Form sechsten Gndes auf dem Normkegelschni^^ 

der Ebene. 

140. Nach Reve*«-' trägt (stützt ^ ist apolar zu) eine eb^^"^^ 
Curve dritter Ordnung F^ 

(l) a\ = 2Z2a^x,x^x, = ö(i,ir,7, = 0,l,2) 
einen Kla.«senkegelschnitt ^^ (und umgekehrt ruht (stützt &i 
der letztere auf der ersteren) : 

(2) «* = 2 V „^ .^ (,-. t = 0, 1, 2) 

unter den drei Apolaritatsbedingungen (des Verschwind 
der drei bilinearen Invarianten beider) : 

(3) (a^af = S 2 a^ a^ = i;r = 0, 1, 2) 

d. h. wenn der Kegelschnitt ^ mit jedem Punkte der Eb 

eine zu F^ apolare Curve dritter Classe bildet (so da«» 

bilineare Invariante beider verschwindet), oder was dassel ^^ 
ist, wenn <I>^ auf dem Netze der Polarkegelschnit tc 

V o n F^ r u h t. 

Wird statt des Kegelschnitts O^ wieder der Norrakegel- 

schnitt eingeführt : 

(4) ^px^ = 1, px^ = 2 X, px^ = X^ ^^^^ 

(^) (aw^ = X', aw, = - X, gm, = 1,J 
\ u^u^^ul=:0 (N,) 
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SO nehmen die BedinguDgen (3) die einfachere Form an: 

(6) «ro, = «rU (*• = 0, 1, 2). 

^Diese Bedingungen (6) sind vollkommen aus- 
g^drückt, wenn man statt der Coefficienten von 
C^ ) Oleandern einführt 

(7) «.« = «i+k 1 (*+*+^ = 0, 1, . . . 6). 

Dann geht die F^ (1) über in : 

+ ^1 k K ^0 + «2 ^1 + ^8 ^2) + 
+ ^, {^o( «2 ^0 + %^1+ % ^2) + 
M («1 ^0 + S ^1 + «S ^2) + ^, («, ^0 + «8 ^1 + «4 ^2)} 
, («8 ^0 + ^3 ^1 + «4 ^2) + ^2 (^8 ^0 + «4 ^1 + *6 ^2)} 

\ K ^0 + «4 ^1 + «r. ^2) + ^2 K ^0 + % ^i + *6 ^2)}- 
Aus der Wahl des Normkegelschnitts folgte (Nr. 29), 
die homogenen Coordinaten eines Punktes der Ebene 
id^zitisch sind mit den homogenen symmetrischen Funktionen 
cy^ as^eier Elemente |Xj |i^ (der Parameter der durch den Punkt 

gellenden Tangenten von N^). 

Daraus folgt jetzt, mit Hülfe der Zerlegung der Nr. 21, 
a^^ (8) aus der einfacheren Form : 

^ -^ öT ^a«5^-l-a s +a«5 -l-a s -4-a 5 4-a 8 -4- a^ s 

m — 1^ 1 1 1^ 2 2 »^ S 8 "^ 4 4 1^ 5 6 1^ 6 

^'''^orgeht, wenn man von den sechs Elementen X^ X^ • • -^^rt, 
denen die ^^^ gebildet sind, immer drei einander gleich 



(10) X, = X^ = X3 = |ij, X^ = X, = X^ = |x,. 

TJm dies auch in der Bezeichnung auszudrücken, schreiben 
Btatt (8) : 

(11) a; = 0. 
Das dieser Curve mit N gemeinsame Punktsextupel 



6 __ 



(12) f=c^ = a^ = 0, 



i 
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WO a^ (9) ans a. durch Polarisation nach den sechs Elemen 

X hervorgeht. 

Daher können wir die Gleichung von F^ auch schreibei 

(13) al = an 3 = 0. 

Die Klammerfaktoren in (8) sind die zweiten Uebersch 
bungen der vierten Differentialquotienten von/" (12) über 
Form mit den Wurzeln |Xj |Xj. 

So gelangt man^ ebenso wie Nr. 123 zu dem e 
sprechenden Raumsatz^ hier zu folgendem : 

a) ^Durch irgend sechs Punkte eines Keg 
Schnitts f (auf dem ein Parameter X aus 
breitet sei) 

(12) 0^ = 

geht eine einzige ihn stützende F^ deren 61. 

chung mittelst einer bestimmten ColIineatS 
der Ebene stets in die Gestalt gebracht wer 
kann 

(8) (11) (13) al = a^j ^^j = 0.« 

141. Die dualistische Entwicklung kann man wi^ 
Nr. 124 durchführen: der kürzere Weg ist aber der 
Nr. 125. Gerade so wie dort gelangt man zu fo 
Regel *) : 

^IstaufN^einTangentensextupel gegeben 

(14) 6^ = 0, , 





^1- 




m 
er 
er 



*) Diese sagt also (cf. pg. 45) geometrisch eiDfach aus, dass die ^ 
einem Tangen tensextupel (14) von N gehörige 4^ erhalten wird ^ 

UmhüUungscunre der in Bezug auf N gebildeten Polaren der Punkte 
der zum Punktsextupel (14) von N gehörigen F oder kftner: »^'"^ 

2 8 

Curven sind in Bezug auf den Normkegelschnitt reoiprok.** Und dies ^ 
ja evident. 
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80 findet man die Gleichung der auf -^^ ruhen- 
den und mit Nj das Tangentensex tupel (14) ge- 
mein habenden Curve dritter Classe O^, wenn 

man zunächst die Gleichung der (dualistischen) 
i^abildet 

(15) bl = 0, 
"nd dann in dieser die Substitutionen vornimmt: 
(16) a^ = w,, a^ = — 2u^, ^2 = ^•'' 
Daher wird die Gleichung der gesuchten O^: 

(17) O, -- \ul-6 6, «; M, + 36. («» «„ + 4 M, u\) 

^^ährend die auf das Punktsextupel a' bezügliche F^ lautete : 

(18) F^ = a^a^, + 3 a^xlx^ -\. 3 ajxl x^ + x^ x\) 

4- o, (6 a;^ a;, a;, + a;J) + = 0. 

Die bilineare Invariante von F, und <S>, ist wieder iden- 

3 9 

tiseh mit der der binären Formen (wie mau auch ohne 
**'^^hnung ganz wie in Nr. 125 schliesst), und man hat*): 

ß)„Die bi lineare Invariante zweier binären 

^rinen sechsten Grades(a;^, ^x) ^^* identischmit 

^^r zweier ternären Formen dritten Grades, die, 

^^ O gesetzt, eine JP^ resp. Oj darstellen, dieeinen 

\*<>n8t beliebigen) Kegelschnitt tragen resp. auf 
*nii^ ruhen, und mit ihm die gegebenen Sextupel 
\>^X gö™®i^ haben. 

Demnach bedingtdie Apolarität der binären 
^fmen die der ternären und umgekehrt.* 

Durch Anwendung dieses Satzes auf mehrere (auf 

<*eiu Normkegelschnitt dargestellte) solche Formen a^, «iX; • • • 

^) Ueber die Verallgemeinerung dieses Satzes cf. Cap. III. 
^* rr. M«y«r, Apolaritüt. ^^ 
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und die zu ihnen conjugirten Gruppen erhält «^ -^eb^ti 
ohne Weiteres: 

ß') j^Ist auf einem Kegelschnitt tf eine (i-gL S^ ^. 
drige Gruppe sechsten Grades 

(19) k^a^^-^\a^^ + . . .k^a^^{ii = l,2, . . .6) 

nebst der zu ihr conjugirten v(v=7 — |i)-gX ^ e- 
drigen Gruppe: 

(20) a>,^ + *;6„-h...ä;6^, 

dargestellt, so steht die |i-gliedrige Gruppe c^K. «r 
Curven dritter Ordnung JP^ (die N^sttltzen und ^». us 

N^ die Punktsextupel (19) ausschneiden) zu d ^n 

V- gliedrigen der Curven dritter Classe O^ (die aa»- ^f 

^^ ruhen und mit N^ die Tangeutensextupel (^^0) 

gemein haben) in der Beziehung, 

dass sowohl die Gruppe F^ die vollständige ^3 *® 

Gruppe Oj nebst N^ stützende Gruppe, 

als die Gruppe O^^ die vollständige auf der Gra f^ V^ 

JPj nebst ^^ruhendeGruppeist.* 

Dies wird gleich nachher auf die Polvielflache e»*^®^ 
Curve JPj (die einem auf der letzteren ruhenden Kegebch '^^ ^^^ 

f umbeschrieben sind) Anwendung finden. 

142. Drei Punkte der Ebene (x) (y) (^) bilden ^^ 
kanntlich ein Poldreieck (oder ein in Bezug auf die Cu»- *^^® 
conjugirtes Punktetripel) einer Curve dritter Ordnung ^ /' 
wenn sie der Bedingung genügen 

(21) a^, = 
d. h. wenn die nach den Punkten polarisirte Form (1) -*?"*'■• 
schwindet. 

Für unsere besonderen Curven F^ (8) (oder (11) C *■ ^^ 

wird dann aber die linke Seite von (21) identiscli *^ 
der Form 



Die Reys'ecIiB Apolaritnt iimi diu Norineorren. 22t 

(9) o. 
9Mio man anter den x^, y^, b^ die homogenen syrametriachen 
m»kiionen der reap. Argnraentenpaare (A, \^ (\ X^) {\ X,,) 

Nennen wir daher ein Sethsgeit (a h c d p f) dann ein 
P€=> 1 aechsseit einer ebenen Carve dritter Onlnnng, wenn alle 
t*u»nktetripel der Form 

1(21) {ab){cd){ef) 
****'<ireiecke der Curve sind, so haben wir mit Itücksicht auf 
AiG Symmetrie von (9) in den sechs Elementen X: 
* ir)flI''go<l ci» inBezuganfeineeineuKegcl- 

^cimitt 9 stützende Curve dritter Ordnung F^ 
oonjngirtea Panktetripel (Poldreieck) bestimmt 
C*Qittelat der drei von ihm an cp gehenden Tan- 
S«iitenpaare) ein Polsechsseit der Curve F^" oder 
*ueh: ,ein solches Punkt etripel zieht neun weitere 
f6*eicherArt nach sich, diealle, dem Typus (:il)ge- 
, demselben Sechaseite angehören.*' 
Es giebt eine »''-Sirhaar solcher ip umschrie- 
be », ^ n p o | s e c h s s e i t e v o n J^^. 

Die bezüglichen Tangentenaextupel (auf f) 
llen diegaDzo zum ächni t tpunk tsext upel von 
^« o iid if coDJ ugirte Gruppe dar." 

t'Unf Seiten eines solchen Polsechsseit» kann man als 
"■•ogtjnten von cp beliebig annehmen , dann ist die sechste ein- 
**«tig bestimmt und zwar nach Sutz (ß') durch folyuude Con- 
■"•«ktion: 

^an conatruire diejenige Cnrve dritter Klaaae 4»^, die die 
I ^S«^ljeuen illuf Seiten berührt, und auf der Curve F^, sowie 
■ ***^ Y ruht. Dicae hat mit N^ eine sechate Tangente gemein, 
^ <lie gewünschte aechate Seite liefert. 

ßbenso wie sich deräLitz(ß') an (ß) anschloss, so kann 
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man auch hier den Satz (y) für eine ganze Grnppe vo 
Curven F^ formuliren, analog dem Raumsatze (>j) Nr. 128., Di 

bleibe dem Leser überlassen. 

143. Der Übergang von den Polsechs- zu den Polfun 
und -vierseiten von F^, die cp umbeschrieben sind, läuft gleici 

falls zunächst den Entwicklungen von Nr. 129 ff. parallel. 

Wird eine Seite des Polsechsseits einer 2^^ unbestim 

so entsteht ein Polfünfseit, d. h. ein solches, in dem jede Sei 
die gemischte lineare Polare je zweier Gegeneckeu d_ 
von den vier übrigen gebildeten Vierseits ist. 

Wird wieder eine Seite dieses PolfÜnfseits unbestimi 
so resultirt ein Polvierseit, für das je zwei Gegenecken 
jedem Punkte der Ebene ein Poldreieck bilden, oder ein 
genanntes Paar coiijugirter Pole der F sind. Dann & 

fiillt der Polarkegelschnitt jeder Ecke in ein Linieupaar, des^ ^Ezsn 
Doppelpunkt die Gegenecke der ersten ist. 

Umgekehrt bestimmt irgend ein Paar conjugirter ^ "^ni^Ie 
nach Satz (y) ein (p umschriebenes Polvierseit von F » 

Dann durchlaufen bekanntlich die Gegenecken aller di^^^er 




Polvierseite die Hesse - Steiner'sche Curve von F^ und mLje- 

stimmen auf der ersteren die zur letzteren gehörige He?^-=3C- 
Steiner'sche Correspondenz. 

Wir können dalier im Folgenden von der ausgedehtmt^fl 
Theorie dieser Correspondenz Gebrauch machen, um sie 't'^^ 
die uns intercssirenden Apolaritätsverhältnisse der binären Form 
sechsten Grades und der biquadratischen Involution fructtbÄr 
zu machen. 

Rückwärts wird dann dadurch wieder die Raumtheorie 
des §. 25 gefördert werden. 

144. Zunächst gilt der zu Satz (x)(Nr. 129) analoge Säte-' 

5) ^Die Seiten der einem Kegelschnitt f un>' 

schriebenen (oo* linearen) Schaar der Polfün^' 
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Seite, resp. der (oo ^ lin ear en) Schaar (In volutioii) 
der Polvierseite einer 9 stützenden und ausq^das 
Sesctupel f o,\ ausschneidenden F^ sind durch 

die zur Gruppe derersten resp. zweiten Polaren 
von /"conjugirten Gruppen dargestellt." 

Desgleichen mögen die den Sätzen (X) (p) (a) (x) ent- 
sprechenden Sätze hier in einen zusammengezogen werden : 

e) ^Es sei m^, m^, m^irgend ein Tripel von posi- 
tiven ganzen Zahlen (0 incl.), das derßedingung 
genügt 

(22) m^ 4- 2 Wj^ + 3 W3 = 6. 

•Sind dann i»^, m^, w^, 9 umschriebene Sechs- 

^ ti n f- Vierseite gegeben; so existirt eine b e- 
®*iiiamtel^j,flir die dieselben Polseite sind, und 

'^^ ö Iche 9 stützt. Die Bestimmung dieser Curve 
s geschiehtso: 

Man denke sich alle (ao^, ao^, oo* linearen) 
^^ haaren von Curven dritter Classe O^ aufge- 

®to 1 It, die den gegebenen Sechs- Fünf- Vierseiten 
^^ '^beschrieben sind und auf 9 ruhen. Diese O^^ 

^^*den, zusammengefasst, eine sechsgliedrige 
** u p p e. 

Dann ist die gesuchtei^^ diejenige^ die alle 

• ^ ^ e ^^ und /zugleich ^ s tut jsf^ 

144. Die Gleichung (31) (Nr. 133) 

(23) H3 = 
^*lt hier den Ort der Punkte dar, von denen ein solches 

* 51 



^ jntenpaar an den Kegelschnitt cp geht, das zugleich ein 
^itexipaar eines (9 umschriebenen) Polvierseits von F^ ist d. h. 

^**^^) ist die Gleichung der Hesse-Steiner'schen Curve von F^, 

niit der bekannten Darstellung zusammenföllt. 
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I Verschwind 



Ihre Schuittpunkte mit 9 sind durch di 
der Covariante // (Nr. 126, (23)) dargealellt. 

In Folge dessen lautet der dein Satze t: (Nr, 134} pai-:^1 
tele Satz: 

cp) „M an gehe von irgend einem Sextupeli/ a. »«. 
einem Kegelschnitt cp aus. Dann gehen ein in» ^ 
durchdasPunktsextupel Ffünf Curven H,, die äi 11 
9 in der Beziehung stehen, d aas es ein fach unc wtm «3- 



lichi 



ele. 



und IL einbea 



: Vierse i * 



bt. 



von f*». 



Diese Vieraeite sind Polvierseit 
weiteren Curven F^, die cp stütze ii. 

Dieae Curven F^ und H^^ stehen inderBezi 
ung, dasB jede der Curven H^die Ilesse-titetu 
sehe einer beatimniten ihr zugeordneten F^ ist. 

Die fünf Curven Fg schneiden aus cp fünf S 
tupel auBi dieae sind dieJ6ni|ren, die alledasS 
tupelffals Covariante //besitzen. 

Die fiinfSe haaren von Vierseiten stellen * 
cpdie fünflnvolutionen (vierten Grades) mit d 
selben sechs Doppele leinen ten //dar." 

145. Wir kommen nunmehr zur canoniachen Form *^' 
Curven F^ und H^, die in den damaligen Entwicklun^E 
(Nr. 137 ff.) ihr deullichea Vorbild hat. 

lat die Form /' a-^ wieder als Summe von Poteo * 
dargestellt: 

(24) /■ - S ft, Q-—<xf (t = I his (i reep. 5 resp. 4), 
BD wird die zugehörige Form a^ nach einfacher Rechiiu *""^' 
(25)«,=2Ä-,fpj,a*~p,aj-|-p„}(o^a*— a,a!, + o,)(Tpa*— TjflijH — '*'' 
wo die p, a, t die frühere Bedeutung hüben: niitliio 
Gleichung von F^ : 



i 



«jie 
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(2fO al = 2 ft, {«, af — s, a, + s/ •) = 0. 
D8bei waren die a^ die Ärgunteate der dem Eegelechuitt 
(den h\ stutzte) aitischriebenen PolaechB- reap. -(üat- resp. 
Tierseite von F^. 

Umgekehrt hat also der Kegelschnitt tp nur den Beding- 
ing^R zu geoügen, anf i^ zu ruhen, d.h. man kann als 
egelschnittf irgend einen desaufJFj „ruhenden 
ewebea" nehmen. Dieses ist aber bekanntermasBen das 
ilarke^elschnittgewebe einer be.stimniteij Curvc dritter Klasse 
, •*} der„aBBOciirteii" Curve von F^. 
Demnach babeo wir: 

Tj) „Die bekannte Darstellung der Gleichung 
inor allgemeinen, beliebigen Ciirye dritter 
rdniing alsSummeT0nt),5,4 dritten Potenzen 
('Scheint hier in dem Lichte, dassdieCurvebe- 
^S^ig^i^Äclit wird aufdiePolseoha-fUnf-vier- 
-ite, die irgend einem der PoJurkegelschnitte 
'''er asBociirten Curve uinbeach rieben aiml. 

Dadurch wird sie geradezu identisch mit der 

*> l>io KUmmorfakloreD, deran drillo Potonicn in (26) sufireton, sind 
"'VmeriuiBen dio linliMi Sriten der TangentEn s, de* Kegel nchnitl« f. 
*^ Uiei ift die iKkannte Carve 

II - St — TZ= 
•*i* Vorlesungen von Cleb«ch-LindoiD«nn aber Goometric. Bd. II. pg. 577. 
' lunne nie die xu /', uBociirto nacli dem Vorgang tud Batlsglini 
>ll« furme ternirie siiigetiohe: In Memoricum Dom. Chetini). 

Mit RQoknicIit auf dis eingeliende Üchandhmg'^' der Cunen dritter 
[n ÄpoltritHtiwiun hui Clebsch, Linilemann, Batlagüni, sowie woiler 
Em. Wbjt, Ü. Kantor n- A. ist die Textentwicklnng eine 
igUre geworden. 
indere sei auf die wiclitigc Abhandlung *an Sosanes: über ein 
i<£ip dir KuordnoDg algebraisalier Formen, Oelle'i Joamal Bd. 76, 
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bekannten Darstellung der binären Form gechste 
Grades (die die Schnittpunkte der gegebeneu Carr 
mit jenem Kegelschnitte auf dem letzteren da 
stellt) als Summe von sechs^ fünf; vier sechste 
Potenzen.* 

146. Dagegen föllt die sich hieran anschliessende canonisck ^ « 
Form der Curven H^ geradezu mit der in Nr. 138 gegebem^is^ x 

(36) zusammen ; so dass sie hier nicht wiederholt zu werd^^B^n 
braucht. 

Bekanntermassen gehören zu einer beliebig gegeben ^^n 
Curve dritter Ordnung H^ drei andere^ deren Hesse'sche sie S. ^t, 

sowie drei Klassencurven, die Cayley'schen jener drei, die TP ^m^m- 
hUllungscurven der Verbindungslinien je zweieV(den drei Hec ■ ^ e- 
Steiner'schen Correspondenzen gemäss) sich entsprechen^c^H er 
Punkte der Curve H^^. 

Somit gilt der zu (rj) parallele Satz (cf. Nr. 52): 
7]') »Die bekannte Darstellung derGleichu ^""^g 
einer allgemeinen beliebigen Curve dritte rO m — d- 
nungHg als Summe von Produkten von je dr -ei 

linearen Formen {die alle Combinationen j^^u 
dreien von sechs *) resp. fünf resp. vier solch^^^ 
Formen repräsentiren) und die auf dreierli^^' 
Weise möglich ist, erscheint hier in dem Licht 
dass man die Curve bezieht auf die Polsecha 
-fünf- -vierseite einer der Curven F^, die H^ zu 

Hesse'schen Curve besitzen, die irgend einend 
der Polarkegelschnitte der associirten Curve 
umbeschrieben sind etc. wie in (rj).* 

147. Das Verschwinden der Invariante li (vierten Grades) 
von /'(24) war die Bedingung, dass sich /'als Summe von nur 



*) Man nehme jetzt in Formol (36) (Nr. 138) den Index i wieder von 
1 bis 6 rcBp. 5 resp. 4. 
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drei (sechsten) Potenzen darstellen liess. Dann geht auch in 
dor X^otenzdarstellung von F^ (26) der Index % nur von 1 bis 3, 

desg-I eichen in der zugehörigen Darstellung von H^, d. h. H^ 

ffiillt in drei Gerade, die ein (p umschriebenes Poldreiseit 
J^3 bilden. 

Dann ist bekanntlich das Doppelverhältniss der Curvo F 

ein s^equianharmonisches und es muss die Invariante iS derselben 
versc^hwinden. In der That überzeugt man sich sofort, dass 
dl ^0^3 mit der Invariante B von f (bis auf einen Zahlenfaktor) 
idexi tisch ist. 

148. Herr Em. Weyr'^») h^tte den Satz aufgestellt: 
jpist auf einem Kegelschnitt eine Tangenteninvolution 
vi^i^ten (n**^") Grades gegeben, so sind ihre Vier(n)seite einer 

^^»"tirnmten Curve (n — Vf^ Ordnung einbeschrieben.* 

Diesen Satz können wir jetzt zunächst für den einfachen 
^ 3a.l 1 9} r= 4 in erweiterter Gestalt so aussprechen : 

•ac) ^Ist auf einem Kegelschnitt (p irgend eine 
^^ *^ genteninvolution vierten Grades gegeben, so 
S^cibteseine einzige C^{F^, für die die In volutions- 
^^^i^seite Polvierseite sind, und eine einzige C^j (H^) 

V^ i o Hessiana der ersten), tlenen die Vierscite einbe- 
»c li X* Jeben sind. Die erste Cg(Fg) stützt (ist apolar zu) 9. 

Ist irgend eines der Vierseite gegeben durch 

(27) a, = 0, 6, = 0, c, = 0, d, = 
*o i »tFjdarstellbar durch: 

(28) a (a,)» + ß (6J» + r (c j' + 5 (rf/ = 
"«*<i H,durch: 

^ ' OM "^ Si "•" YC ~^ 8<Z 

X * X • X X 

^^^ 2. B. {abc) die Determinante der Formen a^, 6^, c^ 
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Ganz in derselben Weise werden wir zu dem allgemeiDei 
Satze (cf. Cap. III) geführt *) : 

Xj) Stützt eine Cur ve n**' Ordnung F^ (der Eben 

einen Kegelschnitt ^, so lässt sich die linke Seit 
ihrer Gleichung durch lineare Substitutionen d 
alten variabeln in die neuen (X^-f-X^), (X^ X^) in die G< 

stalt (in der Gordan'schen Schreibweise) 

(30) a^n, yn 

bringen, wo / =^ a jj* = die Schnittpunkte beid 
Curven darstellt. 

Es giebt unendlich viele 9 umschriebene P^ 

(2 n) (2 w— 1) ... (2 n — ^) Seite der F^ {und zwar ei 

^2Cn-q)-i lineare Schaar von (2 n — q) Seit 
(g = 0, 1, . . n — 1)}, deren (auf cp) zugehörige binä 

Formen die zu den g*®° Polaren von f conjugii- 
Gruppe bilden. 

Im Speciellen giebt es eine Involution (n -h I 
Grades von (w -f- 1) Seiten, die einer zweiten Curv 

w*®' Ordnung (H ) einbeschrieben sind. 

Dann gehört zu jeder Curve -F^ (bei geg« 

benem cp) eine einzige H^ und umgekehrt zu jedei 

Curve H nur eine 2^. 

n n 

Ist die binäre Form/" irgend wie alsPotenz- 
summe dargestellt 



12 

6 

e 



*) Wegen des Falles « = 5 vergleiche die Arbeiten^*' von Lüroth* und 
Scherrer*. Er nmfasst diejenigen Curven vierter Ordnung, für die eine Dar- 
stellung ihrer Gleichung als Summe von fünf Biquadraten möglich ist. 
Dazu ist bekanntlich das Verschwinden einer gewissen Invariante sechsten 
Grades erforderlich. 

Der Satz k^ selbst ist seinerseits wieder einer grossen Yerallgemeineraiig 

fähig, wie sich in Kap. III ergeben wird. 
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31) f-L 2 A, (X- 



Bo g cht F übe: 



(32) -F„ = S /c, (s^ a? ■ 
A, = die Tan 
= a, ist. 



von 9 im Punkte 



Die zugehörige Ciirve H^ ist dann immer als 
i t* m me von Produkten von j^wder vorhandenen 
•X — g) linearen Formen daretellbar etc.etc. 

Oeht man umgekehrt von einer beliebigen 

t a genteninvolntion («+ 1)"" Grades auf 9 aus, 

gtebt ea eine einzige F_^, für die die Invo- 

t i onB(»i -|- l)geite Pol(n + tjaeitc aind und eine ein- 

■ « g-e H_^. denen dieBelben ein beschrieben sind. 

Die erstere Curve trifft f in dem i2n)""'' 

srn(;( — 1)" Polaren die zur gegebenen Invo- 
'•• ti on conjngirteGrnppebilden, unddio zweite 
'»■■ fft ^1 in dem (2»)'"'*' der Doppe lelemen to der 
_* »» v cilution etc. etc." 

149. Kehren wir zurück zu den Curven dritter Ord- 
'■■g , 80 möge der Zuaammenhang zwischen den Curven F, 
"*'^ Hj noch in folgender Weise ergänzt werden. 

Dem entsprechend, dasa zu einer Curve H^ (bei unbe- 

'***»»»jtem tp) drei Curven F^ gehören, giebt ea bekanntlich 

**■ Hj drei Arten von H esse- 8teiner' sehen Correapoudenzen 

■ drei Arten von zweifach nnendlich vielen ihr einbe- 

■'^ntiobcncn Vierseiten und zwar so, dass irgend zwei Punkte 

*•■ CJurve eine solches Vierseit bestimmen. 

AVendet man den 8atz von ßoeanes (CroIIe Ud. 7l> 1. c. 
Pe- »28): 

»irgaad.jwi einer CuFTe dritter Ordnm>(r «»- 



} 
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beschriebene Vierseite sind einem bestimmten K ^- 
gelschnitt urabeschrieben,* 

auf zwei Vierseite derselben Art (für die Curve H^) ä.'*^, 

so ist damit der Kegelschnitt 9 und zugleich auf ihm <3.i^ 
Tangenteninvolution vierten Grades bestimmt^ dadurch al>< 
die eine der zu Hg gehörigen Curven F^. 

150. Wir haben schon einigemal von dem Satze 
brauch gemacht (wenn er auch erst später bewiesen wird), d^^s^ 
es, wenn man sich eine Involution vierten Grades durch ihpe 
(sechs) Doppelelemente gegeben denkt; fünf zugehörige Iq. 
volutionen giebt. Das Analogon zu dem Satze pg. 211 läset 
sich hier ohne Weiteres aussprechen : 

X) Durch sechs Punkte eines Kegelschnitts qp 
gehen fünf Curven H^^, denen fünf Curven F^ je ein- 
deutig zugeordnet sind. 

Die einer Curve Hg ein- cp umbeschriebenen Po *' 
vierseite der entsprechenden Curve F^ bilden di ^ 
eine der fünf Involutionen auf 9, deren Doppe ^' 
elemcnte die Argumente der sechs gegebene'*^ 
Punkte sind. 

Benützen wir des Weiteren die Eigenschaft, dass msu"^^ 
die sechs Doppelelemente auch ersetzen kann durch irgea^^' 
sechs Elementenpaare der Involution (cf. Nr. 187 ff.), so hab^"^^ 
wir die Erweiterung des letzten Satzes (X): 

Xj) *) Durch irgend sechs Punkte in der Ebea ^ 

*) LAsßt man in bekannter Weise den Curven dritter Ordnung durc^"* 
die gegebenen secbs Punkte die Ebenen dea Raumes projektivisch erÄ**' 
sprechen, so geht der Kegelschnitt o in eine rationale Raumcurve sechs^^*' 
Ordnung über, sowie die Punkte der Ebene in die einer Fläche drit'fc«'' 
Ordnung (die durch die Curve hindurch geht). 

Andrerseits geht bekanntlich durch eine solche Curve nur eine ein- 
zige FlUche dritter Ordnung, deren Gleichung pg. 20 ermittelt wurde. 
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lies festen Kegelschnitts cp geht ein Qiiintupel von 
urven dritter Ordnung H^, das aus dem Kegel- 

hnitt die Doppeleleraentensextupel von fünf In- 
>lutionen vierter Ordnung rait sechs geraein- 
TTien Elementenpaaren ausschneidet. 

Diese sechs Eiern enteoipaaresind die Beruh r- 
igspunkte der Tangentenpaare der sechs gege- 
iien Punkte. 

Diesen fünf Curven H. sind fünf Curven 7^. ein- 

9 3 

utig zugeordnet etc. 

Je zwei Punkte einer Curve H^^ deren Elementenpaare 

f" <p) ein Quadrupel der zugehörigen Involution bilden, sind 
jugirte Punkte derselben. 

Und endlich, mit vorläufiger Heranziehung des näheren 
ammenhangs zwischen solchen fünf Involutionen vierter 
Inung erhält man: 

X^) Je zwei der fünf Curven H^^ haben noch drei 

itere Punkte gemein, je drei noch einen. Daher 
-l>t es solcher weiteren gemeinsamen Punkte 
^ rnentenpaare) noch zehn, die den fünf Curven 
Volutionen) in der Art angehören, wie die zehn 



^«kher liefert die Abbildung von Ebene auf Fläche dritter Ordnung 
^^den interessanten Satz: 

v>IDurch jede der sechs vierfachen Sehnen einer allge- 
mein rationalen Raumcurve sechster Ordnung geht ein die 
'' ^ e berührendes Ebenenpaar. 

I^ann giebt es fünf Involutionen vierter Ordnung, die 
^^ sechs Paare von Berührungspunkten zu gemeinsamen 
^ Tientenpaaren besitzen. 

I^ie fünf zugehörigen Doppelelomentensextupel werden 
^ der Curve von den Ebenen eines Pentaeders ausge- 
^*»itten, das der einzigen durch die Curve gehenden Flftcho 
^^^er Ordnung einbeschrieben ist.** 
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Eckpunkte einea Pentaeders den fUpf Ebenen der- 
selben. Und daraus folget: 

Jede der fltnf Curven (Involutionen) entliÄlt 
noch fiecbs der weiteren zehn Punkte (Elemente xt- 
paare), die drei ihr angeliörige Quadrupel (d.i. dr-ci 
conjugirte Puuktepaare.aof der Cnrve) bilden. 

Hier brechen wir vorläu6g die Anwendungen auf Curv-«n 
dritter Ordnung ab, um erst durch weitere UuterBuclmng^en 
über die Involutionen vierter Ordnung ein reicbbaltigeris NIn. 
tenal zu gewinnen. 

Die direkte Übertragung der Raumsütze de« vorigen 
Paragraphen auf die Theorie der ebenen Curven dritter Ord- ' 
nuug und umgekehrt iat in den wichtigsten FsUeu angegeben: 
ea kdiju daher die weitere Durchtlihrnng dem Leser üb&r- 
laäsen bleiben. 

Im nüclisten Paragraphen betrachten wir die Involutio" 
vierter Ordnung unter dem UcBichtspiinkt der SchmUpanfc*-*' 
formeiigruppe einer rationalen ebenen Curve vierter Or^ 
niing und bringen sie dabei vornehinlicli in Ziisammeulw»*^ 
mit der quadratisehen ein- eindeutigen Involution der Ebers *• 



§. 27. 

Die rationalen Cnrven vierter Ordnung m der Ebene nnd 4^® 

quadratische Transformation. 

151. Wir liabcn die biquadratiscbe Involution aofi*^^ 
Normcurve zweiter und dritter Ordnung studirt; es m^^** 
auch noch die der vierten und (soweit es nöthig erwhei»'*-' 
der sechsten Ordnung zu Grunde gelegt werden. 

Doch sollen beide nicht in den ihnen eigentlich sukoi»' 
niendeu Räumen (von vier resp. sechs Dimensionen), aomlerii. 
ganz in der Weise des §. 24, im ternären Gebiet betracliH"' 
werden, Dies geschieht tllr den ersten Füll eiu&ch so 
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Auf der Normcurve vierter ürdnun;; 

(1) p2:, =: tn^X' (» = 0, I, . . 4) 
nelirußti wir drei (linenr unabhängige) Punkt(|Uiidrtip<;l 

(2) =p,tX), cp,(X), ^ß.) 
sn. Jedes deraellieii liegt auf einem besthnnitcn GobiMe 
(Rantn) • 

(3) u„ = 0, «,.=0, «„ = 0, 
die eine Gerade gemein haben. 

Von jedem Pnnkte der letzteren geht eiu„Rauni-"(jitadrupel 
•Q cJie Curve, dem als Argumente auf der letütereo die 
"'^UK-Keln einer Form ajj reap. b^ etc. angehören mögen. Dann 
bildet] alle diese Quadrupel, wie aus den gg. 1, 2 hervorgeht, 
«le zu dea Formen (2) coujugirte Involution 
(4) oj + %. 
Projicirt man nun die Curve mittelst aiimnitlicber durch 
•"^ Gerade (3) gehenden „Kiüime" auf eine Ebene, so ge- 
■***©1: man zu einer rationalen Curve vierter Ordnung [R^, 
fe«p. pj ptc. oder einfacher auch fi, P etc.): 
(5) oy, = tp.(X) (» = l/2,:i) 
■Oerejj Schnittpunkttbeorem durch 

(6) a =0, \= 

S®B**fceii ist (wo a^ h^ durch Polarisation von a^ h^ (4) nach 

'«r Diementen X^, X , X^, X^ entsttihen, d. h. wo a^, b\ die zu 

A -* gehörigen linearen Schnittpunktformen sind). Dann sind 

'^ Ui den X linearen und symmetrischen Grössen s^ nichts 

**^«rea, als die im uraprünglichcn Räume den Punktcoor- 

'*"»-ten X dualistisch gegenüberstehenden (contragredienten) 

'_'^*Uin "coordinaten. Wir drücken die gegebeue Umformung 

'" *lein Satze aus: 

a) gDie Betrachtang der biquadratischen In- 
^'utioD. (roap. der zu ihr conjugirten Gruppe) auf 
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Her bif{iia(lratischen Xormcurve wird ersetzt durch 
die der Schnittpuiiktformen einer ebenen rationalen 
Curve vierter Ordnung (B, P, etc.).* 

152. Die Gleichungen (6) beziehen wir wieder, wie in 
Xr.4f>fr. auf einen «zunächst noch beliebigen) Normkegelschnilt 
<M*ner Ebene, auf dem' wir den Parameter X der Curve R aus- 
gebreitet tienken. Dann gilt nach den früheren Entwicklunge 
.Nr. 40 ff.) der Satz: 

p) .Die Gruppe (2) stellt sämmtliche dem Norm> 
kegelschnitt umschriebene Polvierseite der Kegel, 
schnitte und (damit ihres Büschels) 

(7) a| = 0, A*=0 

dar. die ihn stützen und aus ihm die Punktqu 
drupel (4) ausschneiden.^ 

Aus der Entstehung der Formen (7) aus (6) (cf. Nr. 
folgt dann sofort; dass die vier Grundpunkte des BttscheF 
(7); vermöge ihrer an N gehenden Tangentenpaare Xj |4B 

(/ = 1, 2, 3, 4), den Doppeltangenten der Curve R en' « 
sprechen d. h. den vier Quadraten quadratischer Formen; di 
sich in der Gruppe (2) vorfinden. 

Geht man umgekehrt von einem beliebigen Kegelschnit" 
rf auS; so befindet sich in einem beliebigen Kegelschnittne 
cvidentermassen (wegen der Linearität der Bedingungsgle 
chungen in den Coefficienten) immer ein Büschel von solchei 
die 9 stützen; wählt man das Netz so^ dass seine Individu 
alle durch drei beliebig gewählte Punkte gehen, so bestim 
das in ihm befindliche 9 stützende Büschel eindeutig ein 
vierten Grundpunkt. Denkt man sich diesen construirt| 
kommt man durch dieselbe Construktion offenbar von je d 
dieser vier Punkte immer zum vierten. 

Da aber sowohl zwischen irgend vier quadratische- 
(binären) , als zwischen irgend vier der Gruppe (2) an 
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'g^a bi quadratischen Fonnen eine lineare Ideutitüt besteht, 
Bo ^ili der Satz *): 

f) „Durch irgend drei quadratische (binSre) 

oi'ineu ist im Allgemeinen stets eine viertG ei u- 

A ^ u tig bestimmt, sodass sowohl swischen diesen 



SUtze t) i> t) und einii 
eil gnnz anilor« Rbgeleltet, 



"^ [Es finden rieh die Kcsiillole 
roiCaxrcn aDcli im Wescntllclieu , wenn 
iBr wlhrtnd äe» Dnicker erachknenen Abhandlung dea Herca Brill : 
l-^Bbcir binUro Formen nnd die Gleiohung iipehBl«n Graden" Math. Ann. XX. 
el- ^neh die noch spätere Note de<iiiBlben; „ücber dos Polvienreif ebenda. 
E>ie Zahl dnr InvalutiooeD vierler Ordnung mit deneelbon sechs 
'opt>»]eleiiicnt«ii , Buwie algebraiBcbo RelationHo »wischen den oraleren 
»*> Hart SlephanoB in einem Cumplea Bendns Uw. IBBI eracLieueuen 
^'"«•i^o aiia einer g-riiHBereii der Pariser Aoademie oiugereioliteo Äh- 

llerr Jordan gab eioBn Uer>i:bl ühur die letalere Comples Beudue 
""'■ 188!. tlrst in diesem nird de» wichligen von H. SUtplianos 
••^^^•^sciicn Piiniips Erwähnung gethau , da«s iwei coig'ngirt« Oriippan 
bitaHr«], »,rnion dicwll.en CrnbEnanlen hesiUen. 

Uvuelbe Prinirp Im auch, Kann nnnblillDgig von H. Stephiuiiis, 
**rill s«iuer oben ungegelienen Abhandlung tn Grunde gelegt. 

Aiidnir*«iU findet sieh diis'^ellHi um lilnde von Kap. I von mir be- 
'^■«ii nnd ioh kann liier nnr nnfflhren, das» diese» Knpilel schon am 



Kbd« 
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wodurch nalUrlieh ein Priorititla- 



t angeht. 



ich jt;diich betonen , dass 
rntiilionen mit denselben 
■I dort dio tlrweitarung auf Involutionen 
Erneileriing, wio 
cubiachn Kailmcurven von 



•»»pMieli nicht begrOmlel «ein i 

WTa» di* ln»ulntioneu»Bt»B 
•"*«>hl a. Urill, als H. Steph 
''^'**Pt>ulDl.in>enI<ui handeln, wAlii 

*' dnaaplbnu (0) Kleinonlonpaaren oulniukolt ii 
"^ »«tnentlioh in der KpKIercu Anwcndniig auf 
'''"'«»itigkoit wird. 

MTb« ieb über die Zahl und Nainr der weiteren xelin Elementen- 
^^**'« «ilwickell habe, liegl implicite in der von H. Brill I. c. pg. 364 eta. 
^K^Kwbenon Tabelle; aber man wird nicineu Furmnlirungcn einen gowiaaon 
"*'"*»«!hrilt gt^nüber den Briirai'bun Resiilluiun nicht «bsprenhen. 

Vgl. meine Note, Malh. Ann. XXT. die einen kiiri:en Aussng meiner 
*'"" «lie luTolntJuncn büiiigllehdu Resultate dnrwiolll 
MlttP Januar lefis t 
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vier Formen, als zwischen ihren Quadraten je eine 
lineare Identität besteht. 

Bezogen auf irgend einen Normkegelschnitt 
9,stellen diedrei gegebenen Formen irgenddrei 
Punkte in der Ebene desselben dar. Dann stellt 
die vierte Form einen vierten Punkt dar, der mit 
den drei ersten ein 9 stützendes Kegelschnitt- 
büschel bestimmt. 

Die Involution, die das letztere auf 9 aus- 
schneidet, stellt die Schnittpunktformen einer 
CurveiZ dar, deren Doppeltangenten die Wurzeln 
der vier quadratischen Formen zu Ärgumenten- 
paaren haben etc. etc. 

Geht man umgekehrt von einem beliebige ** 
Kegelschnittbüschel aus, sohat der zugehörig ^ 
Kegelschnitt 9 nur den beiden Bedingungen ^ ^ 

CK 

genügen, aufdem gegebe nen Büschel zu ruhea^ 
Der Inhalt dieses Satzes ist aber eines weit einfacher^^*^ 



Ausdrucks fähig. Denn dem 9 stützenden Kegelschnittbiisch. 
gehören drei Linienpaare an, Ä. B^ (i = 1, 2, 3). Ein solch 
trifft aber cp (cf. pg. 106) in zwei zu einander harmonische^ 
Punktepaaren oder die Geraden -4 , B^ sind in Bezug auf 
conjugirt. 

Daraus folgt sofort : 

Yj) „Die vier quadratischen Formen des Satz 
(y)stellen, auf irgend einen Kegelschnitt ff b ^' 
zogen, stets ein Folviereck desselben dar, uc» " 
umgekehrt." 

Die Umkehrung gilt, weil (cf. 1. c.) ein in Bezug auf V 
conjugirtes Linienpaar stets einen cp stützenden Kegelschnitt 
darstellt : zwei solcher Linienpaare (die nach dem Hesse'schen 
Satze cf. pg. 87 zugleich ein drittes solches, mit den ersten die 
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G^enseiten eines vollständigen Vierecks bildendes, liefern) 
bestimmen aber ein cp stützendes Kegelschnittbüschel. 

153. Die Verbindungsgerade zweier Punkte, denen die 
quadratischen Formen ^, x zugehören mögen, trifft den Norm- 
Ice^elschnitt in dem zu ({/, y^ harmonischen Paar d. i. der 
Pimktionaldeterminante beider. 

Demnach treffen die sechs Seiten des Polvierecks von 9 
diesen Kegelschnitt in den sechs Funktionaldeterminanten, 
die sdLUs den vier quadratischen Formen zu bilden sind. 

Andrerseits kommt diesen sechs weiteren Formen auch 
für die Curve R eine einfache Bedeutung zu. Sie stellen die 
Tangentenpaare dar, die von den Ecken des Doppel tangenten- 
viei-seits der Curve noch ausserdem an sie gehen. 

Denn die sechs Tangenten , die von irgend einem Punkte 
in oer Ebene der Curve It an sie gehen , berühren sie in den 
*^oppelelementen der biquadratischen Involution , die das 
^ti-ahlbüschel des Punktes aus R ausschneidet. 

Gehen von dem Punkte zwei Doppeltangenten der Curve 
*^8 (mit den Argumentenpaaren tp, y), so ist die Involution 
gegeben durch 

(8) t|;» + Ax' = 
und demnach ihre Doppelelemente durch *) : 

^4. d^ 







dX' 





dX' da 
(9)i »^ = tbX ■ „ 



= 0. 



dX' dit\ 
q. e. d. 

154. Die sechs Funktionaldeterminanten stehen weiter 
** «en vier ursprünglichen Formen in einer einfachen Bezieh- 



) X, |x sind , wie immer, die homogenen Variabeln der binaren 

16» 
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ung, zu der man durch passende Anwendung von quad:^ 
tischen Transformationen auf die Curve iZ gelangt. 

Zuvor beweisen wir den Satz : 

8) „Die Funktionaldeterminante der Invoj ^ 
tion (4) stellt die Wendepunkte der Curve dur.^ 

In der That, man setze in den Gleichungen (6) drei der 
Argumente X gleich und eliminire das vierte. 

Wir gehen jetzt für den nächsten Zweck lieber von der 
zu R dualistischen Curve aus, einer rationalen ebenen Curve 
sechster Ordnung S mit sechs Spitzen und vier Doppelpunkten; 
die letzteren seien bezeichnet mit D^, D^, D , D . 

Dann geht bekanntlich durch eine quadratische ein- ein- 
deutige involutorische Transformation T^ mit den Fundamental- 

punkten 2)^ D^ D^ die Curve S in eine von gleicher Ordnung 
und Art „S^" über. Dabei bleiben die Argumente der secltf 
Spitzen und des vierten Doppelpunktes unverändert: dagegen 
treten nach voriger Nummer an Stelle der Argumentenpaare 
der drei Doppelpunkte D^ D^ D^ ihre bezüglichen Funktional- 
determinanten. Daraus folgt bei wiederholter Anwendung 
des Satzes y) : 

5) „Bestimmen drei quadratische Formen 
cp, cp, cp eine vierte 9^ so, dass zwischen ihren vier 

Quadraten eine lineare Identität herrscht, ß^ 
findet eine solche auch statt zwischen den Qo*" 
d raten von cp. (i = 1, 2, 3, 4) und denen der Funkti- 
on aldeterminan ten der jedesmal restirenden 
drei For inen.*' 

155. Excurs. An diese auf die Curve i2 in obiger Weise 
ausgeübten Transformationen T^ knüpft sich eine für die biqo** 

*) Eine solche werde auch weiterhin immer daroh das spcaÜtfche 
Zeichen T diarakterisirt. 
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dratischc Involution höchst wichtige Entwicklung. Eigentlich 
«war gehört sie in die Tlieorie der allgemeinen ebenen 
rati'malen Gurron aechater Ordnung 7?', soweit sie mit der 
bi<)U»dratischen Involution verbunden ist Da indeaa die ge- 
meinte Entwicklung von der speziellen Natur der Curve S fast 
iiKJsMiftngig ist, so möge sie gleich hier im Wesentlichen vor- 
I «'cggenomraen werden. 

Die V'erbindnngBgerade der Doppelpunkte ö^ D^ {<f^, tf^) 
l«Jer Curve i? achneidet nach Nr. 153 aus S das Pnnktepaar aus, 
■ das durch die Funktionaideterminante von y^, cp^ (bezeichnet 
Imit ^^^) gegeben ist. 

l-'Ur eine allgemeine R^ sind liekunntlich statt der sechs 

Spitzen sechs weitere Doppelpunkte Ä vorhanden (r:=l,2,..,6) 

und di<. Punktepaare (p,^ hören dann auf, gerade die Funkti- 

r *"'aUeierrainanten von tp^, :f^ zu sein, sondern sind irgend 

l'Wolclie anderen aechs quadratischen Formen. 

Im Uebrigen denken wir nn« auf der Curve 7t^ gerade so 
Iciikcfu Parameter ausgebreitet, wie auf S resp, JfJ. Üen Dop- 
tP^lpuuktcu A mögen die Argumenteupanre <^ zugehören. 
l'lJaim aeigt die Figur der Curve fij unmittelbar; 

«) „Die vier Strahl büschel der Doppe I punkte 
»chneideu nebsL dem einen durch sie he- 
•*'n»mton KcgcUchoittbüschel Z) aus der Curve 
' ** *» f biquadratische Involutionen mit denselben 
•«chsEIementenpaaren *_.aua." 

Üiesc fünf Involutionen fassen wir näher in'a Auge : erat 
"pÄter soll gezeigt werden, daas es keine weiteren mit deraelben 
""jgeiischnft i^ebt, sowie daas die sechs Elementenpaare "l»^ 
S^ix beliebig angenommen werden dürfen. 

I>nrch eine der vier Transformationen T, reproduciren aich 
'® filiif Involutionen und zwar bleiben die durch die drei 
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Stralilbüschel D^, D^, D^ erzeugten unverändert, während difc. 
vom Strahl büscliel D^ und vom Kegelschnittbüschel D be- 
stimmten sich vertauschen. 

Ej) „Unterwirft man die Curve Uj den vicr*J_ 
quadratischen Transformationen Tj (deren Fund 

mentaldreiecke von je drei der vier Uoppe 
punkte X>j gebildet sind), so erhält man vier neu 

Curven J?J derselben Art, für die immer sech 

ihrer (zehn) Doppelpunkte dieselben Argume 
tenpaarc besitzen wie die sechs ursprünglic .s= 
ausgewählten (A ). 

Die so erhaltenen fünf Curven bilden ein 
Cyclus in der Weise, dass durch den angegeben 
Transformationsprocess aus jeder die vier üb 
gen hervorgehen. 

Die Argumentenpaaro der fünfmal vi^ ei 

weiteren Doppelpunkte bilden zusammen d i^ 

zehn weiteren (je zweien noch ausserdem gS^^^S®" 
meinsamen) Elemc ntenpaar e der fünf Inv 
lutionen. 




fünf Involutionen dargestellt, die die fü 
Kegelschnittbüschel D aus den fünf Curven 
ausschneiden." 

Daher genügt es, wenn die je zwei resp. drei der' 



0- 



Die fünf Involutionen sind auch durch d *® 

Tlf 



-Jl 




*') Eine ßolclie Transformation ist natürlich* durch ihr Fundamen 
dreieck noch nicht bcHtiinmt, sondern euthftit noch swei willkfirl 
Parameter, wie bekannt. Man kann diese etwa so bestimmen, dass 
vierte I)oi»pel])unkt sich in der Transformation selbst entspricht, d_- 

ist für siimmtlicho fünf Curven i^ die Lage der vier Doppelpunkte^^ | 

dieselbe. 



0al- 
<^er 
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lovoliidoiien gemeiusamen Elementcupaare bestimmt werden 
eolleo, für eine der fünf Curven fl^, etwa die gegebene, 
Irgend zwei reep, drei der Strahl bilscbel D^ (laraufbin zu 
aoleraiiclien. 

Nun haben offenbar die beiden Involutionen D^, D^ noch 
l^casserdem die drei Elemontenpaare if^, tp^, cp^ gemein : aowic 
i^ lirei Involutionen D^, D^, D^ daa eine Paar !p^_, Dies liefert 
Itbin sofort die erste Ergänzung des letzten Salzest 

e,) „Jeawei der fUnflDvolutionen haben noch 
IfiKUSiier den sechs gomeiuschaftlichen Elemen- 
tenpaarcn ^)'drei Elementeupaare gemein, je 
Irei nouhetncA'. 

Daher reduciren sich die 3. 10 weiteren 

ko IchenElemcutenpaarc an f 10, deren jedes drei- 

>&1 au >' tritt, d. h. diese zehn weitoron Paarege- 

lliö ren den fünf Involutionen in der Art an, wie 

i<li (• siehn Eckfinncte eines Pentaeders den fünf 

|E l> e ncn desselben." 

£ndlich enthält jede der filnl' Iiivolutiunen sechs der zehn 

*oitoi-en Paare: z. B. D die Paare ff^, tp^^; cp,, ^j,; cp^^, ipj^. 

■'i*ia« bilden drei Quadrupel der Involution und wir haben : 

G^") „Die zehn weiteren (theilweise gemeiu- 

F»ainon) Elementeiipaare der fünf Involutionen 

I '*aBon sich auch in fünf Sextupel anordnen, so 

*»»» jedes Paar dreimal auftritt. Jedes der Sox- 

I ^P«I bildet drei Quadrupel einer der Involu- 

* o «n. 

I!)ieBcSextupe1 entsprechen also denGegen- 
» ^ * on des voll ständigen Vierseits, das auf irgend 
■•**»epEbeHp des Bild- Pentaeders von den vier 



**■» gen ausgeschnitten wird." 

Dieser EzGurs möge vorläufig genügen. 
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Uebcrträgt man dieae EutwickluDgen unter Vorwegn 
des Hülfssatzes , dass es ausser den besprochenen fdnf 
lutlonen keine weiteren (mit denselben sechs Elementenps 
giebt, auf die Curve iZ, so erkennt man, dass damit die 
gäbe, die Zahl der biquadratischen Involutionen mit 
selben Doppelelementen*) nebst dem Zusammei 
unter ihnen zu erforschen, im Wesentlichen erledigt ist. 

Eine partielle Ausdehnung der Zahlverhältnisse ai 
volutionen beliebiger Ordnung mit denselben Elementenp 
findet man Kap. III. 

Ehe wir uns aber zur Figur des Polvierecks (Sa 

zurückwenden, möge noch ein Zweifel beseitigt werden 
man erheben kann, ob man ncmlich berechtigt ist, die F 
onaldeterminante zweier biquadratischer Formen als eine 
allgemeine Form sechsten Grades aufzufassen. Allei 
hängt die Involution vierten Grades von ebenso viel 
stauten (nemlich sechs) ab, wie die Gleichung ihrer D( 
demente: es könnten aber eventuell zwischen den Co 
enten der letzteren Gleichung Relationen stattfinden, d 
zu einer speziellen Gleichung sechsten Grades stei 
würden. 

Die Funktionaldeterminante einer Involution (4) 
entwickelt : 

(10) = J- _ |iVo, +--iAPo, ■+■ ^ ^' 1^* (3i>03 -•- 

wo die p^^ die bekannten Verbindungen (ai)^ bedeuten. 

Zwischen diesen herrschen bekanntlich drei Relal 
der Form : 

WO i, A-, ?, m irgend vier der Zahlen 0, 1, 2, 3, 4 sind. 

*) Für diese ist der erwähnte Hülfssatz durch Hinweis ai 
StephanosVche Kcsiiltat cf. pg. 241 anm. ersetzbar. 
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All» den fllnf möglichen Relationen dieser Art kann man 
irgend drei aiiswählen, dann setzen sich die beiden übrigen, 
«rie nmti sich leicht tiberzeugt, linear aus jenen zusammen. 

Alle sonst denkbaren Relationen zwischen den p müssen, 
da as. B. zwisclieti den U p der Relation (11) nur diese eine 
Herliiiguug statthat, auf diese drei ausgewählten zurück- 
filhrl^ar sein. Wir wählen etwa die, in denen der Reihe nach 
•ier Ijuli'x 4, 3, 2 nicht auftritt. 

Dann kaim man z. B. die folgeodeif p: 

IW -Poä- Pon' i'.v Pm' 1',v Pu 
al» UnabhäDjfige homogene GrÖasen auffaasen. Denn es flieht 
keinen Index, der in einem der p nur einmal aufträte, so 
"*»«« swiachen irgend eeclis dieser Grüssen eine der Kela- 
tiontsij (11) nicht exlstiren kann. 

Aus den ersten der drei ausgewählten Relationen kann 
Jaj»li p^^, lind aus den Ireideri folgenden p^, p^^ eindeutig 
•'urclj die übrigen ausgedrückt werden. 

Denkt m.in sich jetzt die (Joeftieienten a, b variabel, 
*"* ditliiill jeder Coefficieut in (10) eine uivibliängige Variable 
H- e. d. 

Ibü. Wir kehren nunmehr zu den vier Formen tp^, die 
**en Doppol tan gen ten von R Kugehörten, zurück und fragen, 
^•'elohK (canonische) Gestalt die Fonn J (10) annimmt, so 
*'d man die Faktoren einer der Formen f^ als neue honio- 
e»ne Variable einführt. Seien diese (X— e^) {X — >j.); setzen 
^^**" rJcmnach 

(IL') X' = X— •£,, p,' = X— r,| 
**•* Mrtrit diu IJoppeltungentC (e tjJ daduruli zur Doppel tun gi-ute 
>). Die Einsetzung in (7) liefert dann: 



(13> 



Damit 
«'ilieii) i 



I, h^ ^ U und damit ji„^ =: ( 
geht J (Hl) ilbt-r (wenn 
,: (14) 



= '», 1, :'., 

wieder X, 



■»)• 
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WO man noch etwa p^^ durch die übrigen in (14) vorko 




menden p ausdrücken kann. Dies liefert den Stephan< 
sehen Satz (cf. Coraptes Rendus Dec. 1881): 

Q j^Die Frage nach der Zahl und Natur d^^^ |. 
biquadratischen Involutionen mit gegebenen fest^^^ q 
Doppelelementen {J = 0) ist identisch mit d ^^r 
Frage nach der.Zahl und Natur der verschieden ^^ n 
linearen Substitutionen (12), durch diee7in diejenL ^^e 
canonische Form übergeht, in der die Coef*-Ci- 
cienten des zweiten und vorletzten Termes v ^ j- 
sch winden.* 

157. Wir cpmbiniren jetzt die für die Doppeltangenteim J)^ 
der Curve R (d. h. ihre Argumentenpaare ^j) erhalte aridi 

Resultate mit der bekannten^*) Entstehung einer solchen Cvai""^© 
aus einem Kegelschnitt mittelst einer quadratischen Tr^M^*' 
formation T. 

Sei ein Kegelschnitt cp gegeben nebst drei Punkten (sei: 
Ebene), die, bezogen auf ihn, durch die Argumentenpj 
f^^ 'IL. i\jf\) (/•* = 1, ^, 3) bezelohnet seien. Das Dreieck d 
Punkte sei Fundamentaldreieck einer (sonst vorläufig f^ 
liebigen) Transformation T. 

Dann ist das Bild von cp eine Curve i?, mit den Dopp( 
punkten in den Ecken des Dreiecks. Von ihnen gehen 
die Curve R die Taugentenpaare t^^ = (a^y b^: die Ai 

mentenpaare der Doppelpunkte selbst sind die bezügUchei 
Funktionaldeterminanten der t|> (^y). 

Durch die Ecken des Dreiecks gehen vier ^ doppel 
berührende Kegelschnitte: die Paare der Berührungspunkti 
sind durch die Fomicn cp^ gegeben und die vier Kegelschmtti 

gehen vermöge T in die Doppeltangenten von R über, DU 
möge vor der Hand genügen. 
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Mail lietrHchte ji^tzt auf dem Kegelsclinitt cp (als KlaBsen- 
C;«»rfe) diejenige projektiviacht; Bezieliiiug, der die drei Paurfl 
(£»,,&,) ftla Piuire angoUören. Solcher projektivischer Bezieh 
uiBgeii giebt es noch acht, da nocli in jedem Paare daa Ele- 
vvxcMit a dem ersten System und b^ dem zweiten oder umge- 
Jc^brt angehören kann. 

Uiese acht Beziehungen theilen sich abor in zwo! gleiche 
<3 ruppen von je vier, wo die zweite aua der ersten hervor- 
^^^It, indem man in jedem der drei Paare a, b^ die Rollen der 
^^■«mento vertauscht, wodurch sich ntu* die Bezeichnungen: 
^ freies und zweites System* vertauschen. 

Die eine der beiden Gruppen ist dargestellt durch das 
fcS<=lenia (i, k,l=l, 2, 3) 

f(«,i,) l\/\) 0','',)] 

(«,V K\) Cv»,) 

(«,'',) {'\\) (»,*,) 

K'',) (\"J ('V',)| 
Hekanntlich durchlaufen die Punkte, von dnuen Tau- 
K***!!«! paare einer projekti vischen Beziehung an einen Kegel- 
*<=l^üill (p gehen, einen zweiten Kegelschuitt, der den ersten 
doppelt berührt •). 



(Ift) 



K.gcl 



•■«»-m 



pr»JBkti 



licn HoiiBliupg (lini-si 
eilte aaf ilii» dio «ll(;ani<!{n<: 
Ebene dar. 



iroke 



'»»«ndtfloluft i 

Elmii «Uhten wir 9 bIh UntmingBltpeiitscIinitt, so ist durch die gege- 
I ■*«»», Bfilchiirg oln xweUor (Klsnwn-) Kcgnloclinitt * bMttmnit. der f 
*«JiiJnl boralirl lind iimgckohrt. 

2wpi noloha ficli iloppnll borQhieiii^o KR|{el*c)initt« *ind bak*niitlin1iM) 
^^ ik I'uiiitaini'oUlkcgpli'uliiiiUe uinui Tci-'ipntken Vcrirandtscliiirt 11. utxig. 
' ni ilis iittet der l'unkte rety L!er*d(-n, dcron in der Vorwaiidttdllafl 
'•'"p'wlicndfl Geridc lejp. I'uiiklp inil ihnen Incidonl imd. 
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Daher muss für jede der projektivischen Beziehung^^^-^ 
(15) der zugehörige Kegelschnitt durch drei feste PunfcL -fce 



Zugleich werden dann dadurch die Elemente von 9 und ^ s^^^fc^st 
projektivisch auf einander bezogen. 

E8 möge für den canonischen Fall, dass 9 zum Normk^gelschnit ^^'^ 

gewählt wird 

(1) 4 x^ x,^ - :r'f = i. e. pa?y = 1, px, == 2 X, px^ = X' (cf. pg. -^3) 

und die gegebene projektivische Beziehung 

(2) X' = aX 
ist (also die Doppclelemente 0, 00 besitzt) die Rechnung durchgefähri werden. 
Dann ist der Kegelschnitt <I> von der Form 

(3) «0 »g - ß«J = 

und es handelt sich um die Beziehung zwischen a, ß. 

Die allgemeine bilineare Form, deren Verschwinden die allgemeine 
rcciproke Verwandtschaft darstellt, wird für N^ als Ordnungsfundamen £-aI- 

kegelschnitt, folgende einfachere: 

Soll andererseits der Klassenfundamentalkegelschnitt der Verwac^B-^^' 
Schaft mit (3) zusammenfallen, so verschwinden ^^^ und k^^ -und (4) 

(4 ') ^Qf/2^io~--^i Vi + •'^2 .Vo ('*~^''()2) ^^ ^ ^^^ ^*® dualistisch adJangirteFoi 

(5) n^v^k^i-u^r^l'^^(4-k^,^) + u^^^^{4-l■^^) = 0. 

und 

^-02 (^ -^02) 



Td: 
-m: 



(6) ß = 

4 



Irgend einem Punkte P, (X^) von N^ entspricht eine durch ihn gehci 
Gerade. Ihr zweiter Schnittpunkt mit N^ ist der nach (2) dem Punkte ^/ 
entsprechende Punkt X 'j. Die Gleichung der Geraden wird wegen (4 ) 

und ihr mit N^ cemeinsames Punktepaar: 

(8) V» (4 - A- „) - 4 V X, + /„j X« 1^ (V - X,) {v (4 - k„) - X, *„,} = 0, 

mithin ist 

(9) a = *®^ ""»i 

*02 



de 



(»0) ß •= , . ..2 
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'£^eii uud f doppelt berühreo. Dies liefert mit 
icittigung des liber die Tranaformation T Gesagten: 

T]) „Gegeben sei eine Curve R: von den drei 
Iloppelpnnkten mögen die Tangenteiipaare (n, b^)^<^^ 
iü Bie geben: die Ärgumen tenpaare der Düppel- 
angenten seien (e^ rj^) ^ tf^{k z= 1. 2, 3, 4). 

DaDD sind die vier Paare (p^ die Doppeleleinenle 
ler vier (Überhaupt mögliclier) proj ektivischeii 
3ezi«hungeD, denen die drei Paare <^^ als Paare an- 
^elitiren. 

Durch irgend einen Punkt P einer Doppel- 
lang ente D^ gehen immer zwei solche Kegelschnitte, 
3ass ihre drei weiteren Schnittpunkte in den Dop- 
pelpunkten Tön E liegen, und die zugleich R be- 
rühr en. 

Die Berührungspunkte sind ein Paar der TJ^ 
Bflgebörigen projektiv ischen Beziehung." 

Und in irrueicfat auf Satz f^) kaun man unser Resultat 
leilünfig a.U einen SutK aus der Theorie der projektiviacben 
Besiehungen ausaprecheu: 

>).) Ea giebt vier verschiedene projektiviBcbe 
fiesieboDgen, denen drei feste Paare (a^ t,) ^ t]*. 

In dorTlisl MIeu die beiden nRch (10) eioem Wortb ß entsprMbenilvn 
WntiM rar ß Kl I lUMDimcD. Dun abtir tr'iri auch i := 1 und es fftllen 
JV| nnil 'P lUBSintniin (d. h. ■!> wird *= N^) und dir prujekli Tische Bo- 
■Mhniig auf iV^ lur IdeotiUt. Du ist abBr beknnnüioh drr Fftll de* PoUr- 

Bstraohlet man in der all gemeinen Vcrw&ndl«e>ian einen beliebigen 
Punkt 7', al« Punkt det erilen Syalem», nnd gotion von iliin die Tangenten 
(it, 1.) an >V., lo entsprechen diciun in der proJefctiTiachCD Uciieliuiig 
tfrifcboo den Elcniouten tdii A', und >^ luf 't iwei Piinkle iä^ t^]: die 
G«nd* {d^ fj] iil dann die F^ cntipreebendo Ueradik 
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als Elementenpaare angehören. Ihre Doppelele- 
mente seien durch die Paare (e^ti^ i=z ff^ dargestellt 

Zwischen den Quadraten dieser Formen f^ 

herrscht eine lineare Identität. Construirt man sechs 
weitere Paare, die Funktionaldeterminanten der f^^, 

so stellt jedes Paar ^^ mit den drei dieser wei- 
teren Paare, die den Index k nicht enthalten, 
wiederum die Doppelelemente von vier projek- 
ti vischen Beziehungen dar, die drei gemeinsame 
Paare besitzen. Oder kürzer: zu vier projek- 
tivischen Beziehungen mit drei gemeinsamen 
Paaren gehören noch vierGruppen von vier Be- 
ziehungen derselben Art. Jedes Doppelelemen- 
tenpaar tritt zweimal auf, so dass es deren iBA 
Ganzenzehugiebt. 

Die fünf Doppelelementenpaarquadrupel ei>^* 
sprechen den Ecken der fünf Tetraeder d ^ 
Bild-Pentaeders der Involutionen vierter Or 



nung mit gemeinsamen D oppelelementen etc. e 

Zu den drei (einfach unendlichen) Schaar 
von projekti vischen Beziehungen mit drei fest^^ 
Doppelelementenpaaren cp^, 9^, ^^ gehört stetsno 

eine vierte mit dem Doppelelementenpaar 9^. 

Dann giebt es drei bestimmte Paare (a b^ = 

so dass jede der vier Beziehungsschaaren ein 
Beziehung aufweist, der diese drei Paare al^ 
Elementenpaare zu gehören etc. etc.^ 

158. Im Folgenden soll die Transformation T in direk 
Verbindung mit dem Schnittpunkttheorem einer Curve R (< 
gebracht werden. Diese Verbindung ist schon implicite i 
Satze (ß) enthalten. 

Denn es ist bekannt, dass die iu Bezug auf ein Keg 
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schoittbüfichel conjiigirten Punktepaare tichta anderes sind, 
»\s die Pti II kte paare einer Transformation T, deren Eiiiheits- 
pankle in den Biiaispunktcn *) des Bilachels liegen und deren 
Fanüaraentaldreieck das geiiieinaame Folardreieek des BUscliels 
^t; und umgekehrt laast sich jede ein- eindeutige, tnvolu- 
torisclie, quadratische Transformation in dieser Weise auf- 
fasaen. Wir nennen sie kurz die Trauäformation dea Büschels. 
Datiu kann man Satz (ß) auch so ausepreehen: 

^j) „Ea sei irgend ein KegelschnittbUschel 
^e gehen uud damit seine Transformation T. Sei 
"^auu tp irgend ein auf dem Büschel ruhender Kegel- 
ch iiitt, so sinil die sammtlicLen Punktcpaare 
'onT ersetzbar durch die aämmtlichen Giigen- 
■ ckeu aller (od*) cp umschriebenen Polvier seile 
le« BUBchels." 

Wird *p «uin Normkegelschnitt gewählt, so ist nnigc- 
•*hrt ein solches Büschel durch 

(3) «', = 0, l>l = Ü 
"titj ^ie Transformation T durch 

1.6) rt, = 0, ft, = 
gestellt. 
]d der Tbat werden ja die Formen (0), wenn raun die 
\ dnrch die beiden Reihen a^ a^ u^; t^j t^ x^ ersetzt, zwei 
diesen Ueihen bilineare symmetriscbe Formen, die durch 
Verschwinden immer eine Transformation T"l festatellon. 
"Wir denken uns die Ebene des Büschels (oder auch 
1 <p) zunächst ala eine ganz beliebige, mit der der Curve 
nicht sich deckende. 

139. Wählt man das Polardreieck des BUsubels zum 
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n«iiiien dnlier amgekrhrt da» UQsebe] dos „l^inbcitabüictiel 
: lerraltenden Kegclüclinilte, wie gewtihnlich, die , Einheit*- 
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xi .Die eiüzr >:Li4r cer nach Satz 3,) 

ei&er icdercarv-ijoner. Form gegebenen Tran 
(ornsziioTi T i&i gei«>r:geii Kegelschnitte f is 
darjr*r*ielli durch 

wo die a variabel sind.* 

3fit'rjin ist die GltricLung des vom FandamentalpoD 
(j\ = O. z^ =: 0) an einen Kegelschnitt qp (18) gehend— 

Tangenteupaareä : 

(20j zf v^ — 2 ^. Zj^ a^^ H- J-» V. = 0. 

Wegen der Bedingung il2i ist dieses Paar zum R 
hei tJ»geradcn paar TlOj harmonisch. 

Wir nermen diejenige Strahleninvolution (zweiten GraJe^ 
dcH FundamentalpunkteS; für die seine Einheitsgeraden Dopp«/- 
Htrahlen »ind, ^die Ilauptinvolution des Punktes*^, sowie einen 
Kegelrtchnitt cp einen ^Grundkegelschnitt von T* und haben*): 

*) Andi'ßrpnltR Ragt Satz Y|) jetzt ans, dass jeder Kegelschnitt, für den die 
KIiihnitpipiiTikfii von T ein Polvicrcck bilden, ein Grnndkegelscbnitt tob 
'I' JHt. und liMig. 



a 

8- 



ie 



11 ,Dle 8wei 


B.dUgüugen, denen einGrund- 


legoUcliiiilt ip 


einer Tran.f o r m ati on T zu ge- 


lUgen hat (ner 


nlich auf dorn Einheit. bü.chel 


■on T«u ruhen) 


Jaoen lieh auch dshiu angeben, 



iiasa die von den Fundamentalpunkte n von T an 
geheudeu Tangenten)) na i-e den buz. llaupt- 
ivolutioneu aiigeliören." 

Ist die« daher t'Ur zwei Paare der Fall, so aucli für das 
"ittc, wie bekannt. Umgekehrt folgt aus Obigem sofort, 
b«i beliebigem Gnindkegelschnitt tf (11) und bei 
sliebigom Fundamental- (und Coordinatendreieck) die be- 
ttgliclie Transformation T die folgende ist: 
(21) pj' ;/. = «.,. 
löO. Die Ooiiatruktimi des einem gegebenen Punkte 
rmöge einer Transformation T entsprechenden Punktes ist 
**<*Uaiiul, dagegen möge hier mit Benützung der Hätze Nr. 49 
•^f- Jinch Nr. l^n, 127, 13ö eine andere Eigensi-haft eines 
* Unktepaares von T zur Sprache kommen. 

Die Elemente eines solchen Paares bestimmen immer 
«inem Grtmdkegelschnitt cp umschrlebenea Polvieraeit des 
puibeitsbOscIiela (fUr das sie zwei Gegenecken sind). Daraus 

p.) „Greift man irgend einen der Grundkegel' 
|*J»nitte f einer Transformation T herana, so 
'**timmen zwei vermöge T sieh entsprechende 
' "nkte (vermöge ihrer Tangenten ancp) ein ipum- 
P*^hrtebeu6B Vierseit. 

Dann ruht der diesem Vierseit eiubescbriebene 
"ixl auf f ruhende Kegelschnitt zugleich anf 
"em ganzen EinheitsbUachel von T. Oder: 

Denkt man sich n ur den einenPunkt gegeben 
[ v'^\i den Tange Uten t^, t^ an 9), so giebt es einen 
^^otiinmten Kegelschnitt, der t , i^ berUhrt und 

*. fr. N.r.., An^l-riliU 17 
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aaf f und dem Einheitsbüschel von T ruht. I> i ^ 
zweiweiterenTangentenjdiediesermitygem^ lu 
hat; treffen sich in dem dem gegebenen vermiß 0*^ 
T entsprechenden Punkte, etc.^ 

161. Nunmehr gehen wir zur Ausführung des Nr. 158 
angeregten Gedankens. Vermöge der Gleichungen (7) (8) 
repräsentirt jedes Punktepaar von T, bezogen auf einen Grund- 
kegelschnitt cp; oder auch jedes 9 umschriebene Polvierseit 
des Einheitsbüschels von T ein Punktquadrupel einer Carve 
jB (mit dem Schnittpunkttheorem (8)) auf gerader Lini «- 

Jeder Fundamentalpunkt von T bildet mit einem l>^5' 
liebigen Punkt der gegenüberliegenden Fundamentallinie 
Paar von T, mithin sind, wenn von den Fundamen talpunkt 
die Tangentenpaare (a^ ß.) an cp gehen, dies die Argumenta 

paare der drei Doppelpunkte *) von P. 

Umgekehrt ist bekanntlich bei beliebiger Annahme dies^ 
drei Paare eine Curve jB (nebst allen collinear in sie üb 
führbaren) völlig bestimmt, wie es im Einklang mit 
Schlussbemerkung von Nr. 159 sein muss. 

Dagegen treffen jetzt die Seiten des Fundamentaldreie 



«8 



*) Dies erhält seine Bestätigung durch die an Nr. 56, 115 anknflpfc^^^^^ 
Ergänzung. Die Einheitsgeradenpaare schneiden aus dem KegelschniU'"^^ ? 
harmonische Quadrupel aus, mithin sind die letzteren durch die Gleich«:-^ *^ 
dritten Grades in k (cf. Formel (7)): 

j (ay^ + k b^=. (0 

hestimmt. Sei k^ eine der Wurzeln, so ist nach Früherem 

J («X + J-i \) ^A(\ - a)* + B (X-ß)* 

WO a, ß das zu den beiden Paaren, die die Geraden des bezüglichen ^^^^^' 
heitspaares aus 9 ausschneiden, harmonische Paar ist d. h. das von 
Doppelpunkt (Fundamcntalpunkt von T) an cp gehende Tangentenpaar« 

Dann aber lautet die bezügliche Gleichung des Schnittponkttheo: 
der Curve P (cf. Formel 6)): 
A (\-a) (Xg_a) (X^-a) (\-a) + /i(X,-ß) (X^-ß) (Xj-ß) (X^~ß) == ^ 

woraus wiederum hervorgeht, dass a, ß ein Doppelpunkt der Curve P »^ 
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Kegelsclinitt cp in den drei Paaren {a^ h^, die auf 
Jer Curve R den Berillirungspunkten der von den Doppel- 
punkten an sie gebenden Tangenten zugehören. 

Die Tier Einbeitspunklc von T repräaentireu, auf tp be- 
Fugen, die Argumentenpaare der Doppel tan genten von R 
»nd die sechs Punkte J axti tf, in denen ein Einlieitskegel- 
chiiitt tp berührt, die Wendepunkte von R. 

lOSJ. Wir haben bisher mit zwei ganz verschiedenen 
[^rHüsformationen T au thun gehabt, einmal die, durch die 
sine Curve R in einen Kegelschnitt überging (und die noch 
^■«ei Parameter enthielt): zweitens diejenige, die daa Schnitt- 
puniitiheorem einer Curvc P auf eine beliebige Ebene ab- 
bildete mit Hülfe eines beliebigen KegelachnittB cp und eines 
»beliebigen Fundamentuldreiecke (wodurch sie dann aber ein- 
bdeutig bestimmt war). 

Wir lassen nunmehr die beiden Ebenen von 
■ ^usavimeafaii^" (und denken uns in dieser Ebene 
Curven R und P), ferner aber auch beide Trana- 
j*o »"niationen T und zugleich beide Kegelachnitte. 

In der That sind die beiden Parameter der ersten Trana- 
pormation so bestimmbar. Bekanntlich sind die drei Tan- 
B^'itenpnare von den Doppelpimkten einer Curve R an die- 
dbe zugleich solche eines bestimmten Kegelachiiitta K. 

Von einem Doppelpunkte A geht somit einmal ein 
•oIcHes Tangentenpaar (a, b) aua: zweitens daa Geradenpaar 
••«ch den beiden andern Doppelpunkten Aj^ Ay 

V) „Wir wählen für jeden Doppelpunkt daa- 



J^öige Geraden paar 



(der 

K 



Einheitageradenpa 



Traneformation T, durch die R in einen 

gelschnitt K übergeht), das zu den beiden 

'"Kegebonen Paaren harmonisch iat. Dann geht 

**'e Curve Ji gerade in den Kegelschnitt ÄUber." 

In iet That iet dieae Beatimmnng möglich, und gww aof 
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r eine Art. Deun zum Geradenpaar A 






das Einbeitsgeradcupaar a priori fatmnonisch sein: die drc^g^^g 
Restbediiiguijgeii kommen aber wegen SaU (X) auf nur zve^~" "~^ 
zurück. 

Dieser Ksgelsclimtt K iat dahur sowohl daa liild der Corv-^ .^ 
H vemiSge der so bestimmten „Grundtransforniation T", a^^^^^ 
zugleich fUr diese ein Grundkegelschuitt. 

Er beiase daher auch der gGrundkcgelachiiitt ^ d^^^^^^ 
Curve E". 

Soll nun diese Transformation T zugleich das Schul 
puukttheorem der Curve Jt darstellen, bo folgt: 

7c) pDieCurven S undP sind durchTeiu-eL 
deutig*) auf einander bezogen und zwar hsb« 
de die drei Paare (a. ß,) und die di- 
a n d e r n (a, b^) vertauscht." 

163. Die Beziehung zwischen deu beiden (Jurvcu R, 
soll jetzt mit Hülfe des Kigeleclmitts (p nJihe.r angegel 
werden. Ea ergeben sich so eine Iteihe von Sätzen **) für c^ 
Gruudkegelachniti einer rationalen Curve vierter Ordn» ^ 

Dieser Grundkegelachnitt dient jetzt ä 
gleich als Normkegelscbiütt, sodaaa die 
nungen , Punkt (X^ XJ), Gerade (l^ Z^)" viillig dentlieh sind. 

Nun entspricht irgend einer Tangente von P (J. J. •'^ *i' 

*) Da daun x wischen den ParsniBWrn beider 
eine bitinearc BeBieliuntj (Projectivitnij liernoht, eo )i>t niau bsÜB 
den SMe: 

„£• giebt eint) l^eBtim 
ElementeDpaare iu ihre l>ezSglic>iieii FunklioiialdetcniiituiitcD öberfd'*" 

Die Art und WdIbc, wie sieb die einzelnen Paktoren diaier ^"^ 
Formonpiaie ontipieoheii , tiA^i daraue, ilan oinooi Unlsuf der Curve B 
eia bestioiintBT Unilnuf der Cnryu P anlepricbt. 

*•) Bei ilirer Äbicilung künnto man sich nnch auf djB Bulracbf"* 
der Tronifonaatiiin T ulkiit btscliilli 





J)ic Bcjo'eche Apol, 



261 



Sndiges (tp nmschri ebenes) Vieraeit von T, filr da» ein 

r Gegenecken aus tJen Punkten (XX) (r r^) besteht. Die 

Punkten von ip vermöge T entsprechenden Funkte duroh- 

feu die Ciirve R: d. U. ; die Beziehung zwigchen R und P 

läss JSatz (tu)} gestaltet sich genauer ao: 

7E|) „D ie Punkte derCurveH(auf(p bezogen) 

[»rfiaentiren die ßoatpunktepaaro der Tan- 

Bteu derCurvoP und umgekehrt (und reciprok, 

man die Punkte von P auf ihren Grund- 

gelgchnitt beziehen würde)." 

Dies wende man auf die Doppeltangenten von P an. 

I entsprechen diesen einmal vier Punktepaare auf R, 

derorseitB vier Pnuktepaare auf cp (nud zwar gehen vermöge T 

t Elemente jedes Paares in einander über). Demnach setzen 

vier Paare die Schnittpunkte von R und cp zusammen: 

r:) „Die acht Schnittpunkte einer beliebigen 

ve R mit ihrem Grundkegelschnitte theilen 

1j in vier Paare 9| der Art, dass die vierPuokte 

(auf <f bezogen) die Einhei tepunkte der zur 

ve H gehörigen Grundtransformation T sind," 

Die K igen Schäften der Einheitspunkte von T liefern eine 

bo von Bpocielleren Sützen für R, die hier unterdrückt 

den können. 

Wir gehen weiter zu den Wendetangenten von P. 

Nou ist es bekannt , daxs eine beliebige Gerade von zwei 

:«l schnitten des Einheitsbüschels berührt wird und dass 

lierUlirungsp unkte stets ein Paar der Transformation T 

Da aber den Weudppunktaarguraenten u auf P die Doppel- 
■«Ute der auf 7 durch das EinheitsbUschel ausgeschnittenen 
»lution cntaprecheu , so gili: 

Tij) „Gegeben sei irgend eineCurveJJ. Dann 
bt e » sechs Kogelachnittf dea EinbcitsbU- 
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Bchels ihrer Grundtransformation T^ die ihr 
Grundkegelschnitt 7 (in den Punkten (o) berühre mi. 

Die Tangenten von f in den Punkten (O werd ^^ n 
von sechs weiteren Kegelschnitten des Eiuhei ib g- 
büschels noch an einer andern Stelle berühiB. vt 
(in den Punkten TT). 

Diese Punkte W liegen wieder auf A ^er 
Curve J?.« 

Die sechs weiteren , von den Punkten TF an 9 gehea ^SLen 
Tangenten besitzen die Argumente r der Restpunkte ^[3er 
Wendetangenten von P. 

n^ Diese Tangenten r von 9 berühren ^Ic^ er 

die Curve jB in den Punkten W, wie jetzt gezs^^igt 
werden soll. 

Es giebt zwölf den Curven R und f gemeinsame T^ai- 
genten. Zu diesen kommt man so. 

Eine beliebige Tangente x von 9 treffe JB in den Punk *en 
(t{1j) (t{1j) (x|i^) (x(i^), dann sind andrerseits die |t die B^^**' 

punkte der vier Tangenten , die vom Punkte x der Curve P 

sie gehen. 

Nun fallen von den vier ji d. h. von solchen vier Ti 

genten nur in folgenden zwei Fällen zwei zusammen; wei 

der Punkt x von P: 

Erstens ein Doppelpunkt (a. resp. b), 

» 

Zweitens ein Restpunkt r einer Wendetaugente (o ist. 

Im letzteren Falle fallt auch der Restpunkt (Ji einer solch< 
Tangente mit dem Wendepunkt w zusammen. 

Mithin sind die gemeinsamen Tangenten von JB und 
(einmal die drei Tangentenpaare a., 6 , die von den Dopp< 

punkten ausgehen und diese dienten ja gerade ursprQngli« 
zur Bestimmung von cp: andrerseits) die sechs Tangenten- 
die R in den Punkten (r, w) berühren. Dies ist aber Satz (n 

164. Es erhebt sich jetzt die allgemeine Frage; 
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; haben < 



Punl 



, resp, . 



1 inan tlie Frage nach 

Veaeutlichea erledigt 



auf der Curve P i 



Welche EigeDschi 
die drei andern auf P reap. R m gerader Linie I 

(»pr^cheu ? 
Erst nach Beantwortung dieser kai 
Jer Beziehung beider Curven als im 
in selten. 
Der erste Fall ist der einfachere. 
Man nehme drei Punkte X^, 
ge»"^».der Linie an. Ihre Tangenten an P Bclmelden drei Rest- 
puolctepaare uua; die diesen (nach Satz tc ) entsprechenden 
funkle der Curvc Ä werden gesucht (deren Bildpunkte auf 
«p eben die Argumente A,, X^, X^ besitzen). 

Dann inUeaen die Tangenten X^, X^, X^ von cp Seiten eines 
<P Umschriebenen Polvierseita des EinbeitsbUschels (von T) sein 
(cf. Salz p>). 

Diea liefert mit Hülfe des Satzes ((i) den folgenden : 

p) „Drei Puukten von P au fg er ad er Linie ent- 

^pr-echen zunächst auf 9 drei Punkte, deren 

^■igenten (an cp) ein solches Dreisoit bilden, 

■"* *« B ihm ein Kegelschnitt ei nbeacli rieben werden 

*»»n, der auf cp und dem Einheitsbüschel ruht 

K\Un d umgekehrt). 

Die diesen drei Punkten von cp vermöge T 

w '^teprechenden Bild punkte auf R sind die ge- 

■*> c ttun, den bez. Punkten von P entsprechenden." 

165. Zweitens betrachte man drei Punkte |i , |i^, \l^ von 

'■ ÄUf gerader Linie. Triff4: diese cp in dem Punktepaar 7)^, ij^, 

gehören die drei von den gegebenen Punkten an cp 

|****enden Tangentenpanre der Itivolution (zweiten Gradea) 

^** den Doppelelementen ij , ij^ an. 

p,) „Demnach suche man auf P solche drei 



"^ oktepaare, die Paare 



auf P gegebenen 
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Involution (tj,, ij,) sind und deren bez. Verbindung 

geraden ausserdem P berühren. Die Berührung» 
punkte entsprechen dann den auf R gegebene 
drei Punkten (x^, (x^, |Xg (und umgekehrt).* 

Demnach rcducirt sich die Erledigung unserer Frag 
auf die Untersuchung einer auf einer Curve P gegebene] 
gewöhnlichen Involution d. h. genauer der Verbindung« 
geraden ihrer Punktepaare auf P. 

Da eine Gerade die Curve R in vier Punkten trifft, 
haben wir zunächst: 

o) ^IstaufeinerCurvoPirgendeinegewöh ^g 

liehe Punktinvolution gegeben; so giebt es vi^Hü^ ei 
Tangenten der Curve, die ein Punktepaar d er 

Involution (als Restpunktepaar) aus P a ih^^c^_j s- 
schneiden.* 

Die weitere Untersuchung der von den Verbindun 
geraden aller Punktepaare der Involution (auf P) umhüll 
Curve würde hier zu weit abfllhren; es möge genügen, 
Hauptresultat, dessen Beweis sich oline prinzipielle SchwieK. ig- 

keiten mittelst des Schnittpunkttheorems von P führen lä- ^^mastf 
hier anzuführen. 

Gj) ^Gegeben sei aufeiner Curve P die Pun kt* 

involution mit den Doppelelementen )], V]. Dfl^k«^ 0° 

umhüllen die Verbindungsgeraden der Punlic^ *^ 

paare der Involution eine rationale Curve drit ^^Ber 

Klasse I. 

Diese berührt die Curve P an sechs Stellen i^)' 

Die bezüglichen Tangenten an P haben ^öie 

Eigenschaft, dass der Berührungspunkt ^:rMit 

einem der Restpunkte ein Paar der Involu^ ^ ^^ 

bildet. 

Die Punkte (b) sind zugleich diejenigen 

P, für die die sie mit dem in der Involution 
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sp>-('c)icDden Punkte verbindende Grernde zu- 
samiiißiifälltinit einer der beiden, fUrdievonden 
Jrei Reatpunkten zwei ein Paar der Iiivulutioii 
bi Iden. 

Ausserdem btil die Curve I noch ilio vier aiis- 
g c aeoichoeton Tangenten des Satzes (9), sowie die 
bo i den Tangenten ij^, i}^ an P mitPgemcin. 

Desgleiclien iiatdieCurvel noch vier Punkte 
■JP zxkit P gemein, für die die beiden von P auageheu- 
deK» und ein Punktepaar der Involution (das P nicht 
cn t hält) ausacli neidenden Geraden coincidireii. 

Auf diese Weise setzen-sich die IG geinein- 
•*! »»len Punkte und die 18 gerueinsamen Tangenten 
*u ^ iimnicn, was dns Schema erläutert: 
16 = 2. 6 4. 4 
18 = 2. (i -j- 4 -1- 2. 
»•j s giebt ciuo Do|)peltangeiite der Curvo I, die aus 
" ^ vuiPunktepunredei' Involution aussei) neidet. 

I)oni entspricht, dassdie Gerade (ii^, Yj,) der T- 
I"-l> die von zwei Kcgclsuhni tten des Einheits- 
*»U achols berührt wird, und daher die Berti hruuga- 
P" «ikteeinPuarvonT bilden." 

Die Bcniobuug zwieoheu den beiden Curven P und I ist 
***^«" einer büchit merkwürdigen UmkehruDg fähig, auf die 

an andrer Stelle ni.il naher einzugehen gedenke und Hie 
**'ö»- Qi],. folgen denn uasaen angedeutet sein soll. 

Da die Curve ] rational ist, so lässt sich auch auf 

ein Parainetor X in bekaniiler Weise aufthrdteu. Dann 
'It derSata: 

Oj) pEs giebt eine hes t immte synimetriaehc *} 
rvand tschaft zweiten Grades (a^^ = «^^^) 

>ii die Form {ii) «iluh tu Kihreibeii. iIiub nii' ■[■ 
den ttruasBU |X-f|i), iXji) ormheiot. 
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(22) l' («^ ,i' + «0. ti + %,) + >■ (a,o 1^' 4- «„ 11 + «.,) 

+ (% 1^' + a« |i + a„) == 0, 
die auf die Tangenten von I angewandt, als 
SuhriittpunktG der der Verwnndtacliaft ange— 
liörigen Tangentenpaare (X, fi) wieder rückwärts 
die Punkte der Curve P erzeugt. 

Gellt man umgekehrt pou einer beliebige iz — ~ 

rationalen Curve dritter Klasse I nebst r i ii r ^ 
beliebigen symmetrischen Verwandtschaft (22 ' -^ 
auf ihr aus, so gelangt man so zu einerCurve I^ ~ 

fQrdieesdann wieder eine bestimm te Involutio^ 

(23) a^ + «j (X + |i) + a^ X[i = 
giebt, vermöge deren man nach Satz aj wiede^:^^^— 
zur (Jiirve I zurückgelangt." 

166. Zum öchluss runden wir unsere allgemeinen 
traclituiigen über das VerliSltniBs der Curvon ß und P dah. 
iib, dass wir letzterer, deren Luge bis dahin ganz irrelev^ 
war, eine canoniaclie Lagenform geben, 

T)„Man kann ala Curve P (deren 8clintttpuDh 
tbeorem mit Hülfe des Grundkegelifuhn 
gleich die Transformation T darstell te) diejeni ^e 

Ä"ZoÄÄCMeur ve P nehmen, die aus dem O r m . ^ d- 
kegolachnitt der Curve R, als Klassenkeg ^^I- 
schnitt aufgefattst, vermöge der zuT genau d^^a-^aa- 
listiseheu Transformation T' hervorgeht." i 

In der That erhiilt man daim eine Klassencarre l^l 

doren drei Doppeltangenten die Argumenten paare (0, b^ ^t-^mf i 
deron Kcstpnnktepaare die Argumentenpaare («,?,) erhal-^t^n, 
waa genügt, um sie statt der nrsprUnglicheu Curve P '" 

snhstituiren. 

Dann kann niun diis V'erhältnisa zwischen den Cu«r~ ^"'^n 
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-xnatiotiT gegeben, vermöge deren 9 in dieCnrve 



f ^^ ^^Is auch die Geradentransf orit 



P übergebt. 
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stellt irgend 



niete 



T 
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n i ^ If emeiasumem Centrum und irgend ein Ge- 
"■ ^ <S enpäar von T' (bezogen auf 9) ein Piinkt- 
Lilrupcl von R auf gerader Linie dar. 

äpeciell repräeentiren die Punkte von R die 
attungeutenpuare der Punkte von P und die 
Agenten von P die liestpunktepaare der Tan- 
I S ** ■» 'bu von R." 

Oder küraer: „Die Punkte von R reap, die Tan- 

^ *» ten von P repräsentireu, auf (p als Normkegel- 

r***» nitt bezogen, das Hchnittpunkttheoretn von P 

j). R." 

Ili7. Auf die grosse Zaiil der besondern Fälle, in denen 

C'iirvcn R, P specielle Singularitäten anfweiaen, soll hier 

•»'dat «über eingegangen werden: nur ein Fall von beson- 

^i-or Wichtigkeit möge zur Sprache kommen, um die Bo- 

*"*^*3btnugeu der Nr. 33, die damals von der Projektion einer 

*'**«t«;lien Haumuurve auf eine Ebent zuerst auf die qua- 

•"ö-tiBcbe Transformation der dort erwähnten Natur führte, 

^^'ä* in ein belltre» Licht zu stellen. 

Besitzt nemlivh die Curve P eine dreifache Tangente 
'*^f^ über die dazu nöthige Bedinguug pg. 184), so int der 
■"•"UndkegelBchnitt qi dem Kundamentaldreieck einbescbrieben 
V". umg.), dann gehl die reziproke Curve R in eine solche 
***'» drei Spitsioü Über. 

In diesem Falle (und nur in diesem) existirt ein tp am- 
^^'^Hebenes Poldreiseit des EinbeitsbUscbeU, Die Kinfaeits- 
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geradenpaare werden unbestimmt , wie ja auch daraus folgt, 
dass die Coefficienten von t^J, wj, u^ in der KlaaseDgleichung 

von <p verschwinden (cf. Formel 21). 

Mithin ist die Transformation T erst nach Annahme 
eines beliebigen ihr angehörigen Punktepaares *) bestimmt. 

Wählt man als solches den sich selbst entsprechenden Punkt, 
der den drei Verbindungsgeraden der Dreiecksecken mit den 
Berührungspunkten der Gegenseiten angehört, so ist man 
damit genau auf die Transformation der Nr. 33 ge- 
kommen. 

Construirt man für jede Ecke zu der bez. Verbihdungs- 
geraden (in Bezug auf das Paar der bez. Dreiecksseiten) den 
vierten harmonischen Strahl, so sind die Eckpunkte dieses 
neuen Dreiecks die drei weiteren Einheitspunkte von T. 

Derjenige Kegelschnitt ^j, der diese drei vierten har — ^ 

monischen Strahlen in den Ecken des Dreiecks berührt, is"--^ 

*) Besitzt die dreifache Tangente von P die Aignmente a, ß, 
und wird 

(X-Xj) (X-Xg) (X-X3) (X-X,) = ^ (X) 

gesetzt, so hat das Schnittpunkttheorom von V die Form (cf. Nr. 113)^. 

Pi 'K«) + P:, m + P3 ^Kr) = 

Der Willkiirlichkeit der Grössen {pq)^ entspricht die Willkflrlicfcmlcci 

des für T noch anzunehmenden Punktepaaros. Zwischen diesen Grt^^s^i 
und den Constanten v der Transformation T bestehen drei bilinear^ B^ 
liehungen. 

Trotzdem der Grundkcgcischnitt 9 für die Transformation T ^^ 
Nr. 33 eine speciclle Lage hat , so erkennt man doch leicht, dass ^'^ 
Jede andere Transformation T auf sie (mit Hülfe einer speciellen Coi- 
lineation) zurückführen lAsst, denn es gilt der Satz: 

^Dio allgemeinste quadratische ein- eindeutige, mher 
nicht involutorische T ransformation der Ebene Iftsst sicli 
immer zusammensetzen aus jener speciellen Tran.8forinatioii 
T und einer allgemeinen Collineation.^ 

Dieser Satz liogt der Nr. 34 implicite zu Grunde. 
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wieder umgekehrt der Grund kegelachnitt einer bestimmten 
Transformation T , die das Schnittpuukttheorem einer Curve 
P mit drei Wendetangenten (also einer zur Curve R, die 
vermöge T dem Kegelschnitt tp entsprach, gerade duaüstiscbeti) 
daretellt. 

Mit Hülfe den Satzes pg. 179 formulirt sieb das Haupt- 
multat filr unsern Specialfall so: 

'J-) „Die TransfünuationTder Nr. 33 ist das Bild 
des Schnittpunkttbeorems einer Curve P mit drei- 
fiicber Tangeiitt! (« ß y), für die einer der Doppel- 
punkte die Argumente (S, ij) besitzt, die zu (tc ß y) 
aefjuianliarniouiBch sind." 

Heben wir zum 8chli]ss noch, wie sich der Dang von 
der allgemeinen nicbt-involutorischen Transformation T zu 
der letzterwähnten iSpecitiltransforniation T vollzieht. 

Die erst«re ist bekanntlich gegeben durch die Relationen: 

.. + „^, + ^..,(' = ".'.^) 

wo die X resp. y sich auf die beiden verschiedenen Coor- 
dinateiidreiecke (zweier ala verschieden gedachter, sich deck- 
ender Bbeuen) beziehen. 

Durch diejenige CoUineittion , vermöge der die Seiten 
dz* zweiten Dreiecks in die bezüglichen des ersten hinein- 
fallen, enteteht eine involntoriecbe Trans lormation T: 
^.' 

wo die A' noch ganz willktlrlichB Conetanten sind. 

X) „Dieser zweifachen WillkUrlichkeit ent- 
sprichl einmal, dass man als Grunilkeffclachnttt tf 
der Transformationen T (25) der Keilie nach jeden*) 



k, k, 

24) (»:,= '=' = 
' ' i u n a 
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dem ^r-Dreicck einbeschriebeneii wKtilen kann; in an 
lirer Hinsicht daa zweifach ausgedehnte System de 
Collineationen, die bei festem ^-Dreieck der Beit« 
nach jeden Punkt der Ebene zum Einheitiipunkt d^ 
Courdinatenbestimmung machen." 

In der Tliat ist bei fest gewähltem Kegelscfanitt tf naJ^ 
der oben raitgetheilten CouBtruktion der Einheitspunkt fc^ 
Htiinmt und umgekehrt bei fest gewähltem Einheitspunkt ^ft 
zugehürige Kegelschnitt. 

Werfen wir dagegen einen ItQckblick auf die BehaodliK^ 
der Curven li in diesem §., so war das Eigeuthtimlicbe «^ 
Betrachtungsweise im Wesentlichen folgendes. 

Wir haben früher (g. 2 ff.), als wir von einer festen, ^ 
gehenen Curve R d, h. ihrer Gleichung px^ ^ TiW auagiii^^- 
die ausser den (11) Constanten der Curve noch drei weit^E^ 
die der Willkürlichkeit derParametervertheiluug auf der Cu* a 
zu Grunde liegen, enthielten, das Schnittpunkttheoreiu 
Curve so abgeleitet, dass wir mittelst einer ganz beliebm 
allgemeinen Collineation acht Constanten der Curve eliminic- 
wie dies Ja a priori vorausznseben war. Demnach hSngt <lu 
Sohnittpunkttheorcm der Curve nur noch von den (drei) ter 
nSren absoluten Invarianten derselben nebst denselben «Irej 
weiteren Constanten ab, wie die gegebene Parametergleicliunfr 
der Curve. Die Elimination der letzteren ergiebt aber die i*h- 
soluten Invarianten des Hchuittpunkttheorems , oder nach <Jen 
Rntwickhutgen des §. 11 die absoluten Invariant- Co mbiunitten 
der Gruppe der Schnittpunktformen. 

Dpmnach muss ea immer möglich sein, mittels* d« 
.Schnitlpunktthcorems und einer ganz bestimmten Colli- 



J»d«a Kf^slachniits f Tcrceh winden, 

(II) den VirbNllniaHn der k' gleich aiDd, 

lieh lind. 
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oeation umgekehrt za der iirBpritngticIien, festen Gurre 
(aach ihrer ganzen Lage in der Ebene uach) zurückzukehren. 

Ptü) „Dies iat aber im Laute der Entwickhing in 
iSor Art geschehen, dass wir das Doppelpunkta- 
dreieck der Curve R zum Fundamenlaldreieck der 
da ruh das Schnittpunkttheorem der Curve be- 
stimmten Transformation T wühlten und ala den noch 
'verfügbaren Grund- (Norm-) Kegelschnitt derselben 
^BBen Grondkegelschnitt der Curve. Dann ist die ver- 
^BnUgeT dem Kegelschnitt 9 entsprechende Curve fi 
^^Ker a de wieder die gegebene. 

^H Der Willklirlichkeit der l'arameterbeBtimmung 

^^*** f ^ entspricht vollständig die der analogen auffl 
■■»«i nrag." 

^ Natürlich ist dies nicht die einzige [eindeutige) Art der 

**o c tiUBtruktion der Curve aua ihrem Schnittpunkttheorera: 

'*>an liütte z. B. auch drei der Doppeltangenten , gerade wie 

^<»l»eu die drei Doppelpunkte zu Grunde legen können. 

^H Jrlan sieht, dass bei dieser unserer Aulfassmig die 11 Con- 

^B**»ten der Curve aicii zerlegen in 6 -)- ö, von denen die 

^V*'Rt.«ren auf die Lage dreier Punkte in der Ebene, dio letz- 

^^P"*^«!! iiuf die Lage des Normkegelschuitts gehen. 

^H Auf die merkwürdigen Beziehungen, die sich für die 

^^■tJüualen Curven höherer Ordnung (und im Räume etc.) bei 

t^**itercr Ausdehnung unseres Verfahrens zwischen reinen 
^^Tgumenten- und reinen Lagensatzen ergeben, gedenke 
**^li bei künftiger Gelegenheit naher einzugehen. 
Was endlich die schon bekannte Theorie der Curven It 
\hei- vierter Ordnung) angeht, so verweise ich vor Allem aut 
^ie wichtige Abhandlung des Herrn BritI [Math. Ann. XII), 
*cwie auf die Ärbeiti?u^''J von Em. Weyr: dagegen betreffs der 
ijuadra tischen Transformation auf die Lehrbücher wie auf die 
Arbf-ilen*** von Hosanea, Asehieri, Battagllni. 
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AVir kommen nunmehr zur letzten und wichtigsten Partie 
des zweiten Capitels, die die Involutionen vierter Ordnung auf 
den cubischen Raumeurven von Neuem aufnimmt; um die tief- 
eingreifende Wichtigkeit der ersteren filr die letztere wenig- 
stens in den Hauptzügen darzulegen. 
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Abschnitt IV. 

Die biquadratische Involution auf der cubischen Raum- 

curve. Zweiter Theil. 

§.28. 
Das Schnittpuükttheorem der R^ im Räume. 

168. Dieser Theil untersucht des Genaueren die biqm 
dratischen Involutionen mit (sechs) geraeinsamen Elemente! 
paaren ; sowie die sich daran anschliessenden geometrisch^^^ji 
Configurationen. 

Wir knüpfen wieder an das Schnittpunkttheorem (pg. 2-^31^ 
Formel Nr. (6)) der Curven R^ an. Man verfährt zunächst, 

bei Aufstellung der H-K egelschnitte (cf. Nr. 51) und eliminirt 

Dann sind die Elemententripel der dreigliedrigen Gruppe ^^) 
(pg. 239 ) gegeben durch 

'^0 i'o, +^?^I2 +^^^^23 + ^3^^54 +^0^,n» + ^I ^2l^,3+*2^S^*^ 

+ '^0 ^ 0>o:,— i^2) + ^0 ^3 (Pin-Pj + *i ^3 (J>u—Pn)'=^^' 

wo i>^^ = {ab).^. 

Aus den zwischen den p^^ herrschenden RelationeD der 

Nr. 155, aus denen man jetzt als linear unabhängige etwa die- 

jonigon drei aussuche , die den Index 0, 2, 4 resp. nicht aw*' 

weisen, folgt: 
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a.) Um eine (j n a t e r n ii r e q ii a d r a t i a c h e F o r m h' 
in <IicForm(I) zu bringen, sind die drei Beding- 
ung en*) er forde rl ich (u. umg.): 

— (2fl„^ + «„)(ä«,^+aJ + 4a„(«„,+fl,^) = 0-A, 

.. „-^«i,% + ««(^".a + ««'' = '^ \ 

ICy. Die Bedeutung dieser Gleichiuigeii ist lütld zu eruiren. 
Aat die räiiinlielie (uubiscbo) Normcurve N^ bezogen Btellt 
C^) eine Fiilclie «weiter Ordnimg U^ (oder kürzer H) dar, 
deren Hchniltpuakte mit der Curve durch die Duppclclcmento 
wer Involation (cf. Torigeii §., Formel 4, 10) 
(3) », + 1- »x = 
ueuilicli (4)J=0 
JS^Eobcii Biiiii. itie niidremoitR (cf. SatK S pg. 244) liic Weriilc- 
"»kt« der Bj: 

(f.) px, = T,W 
"aratelU, wo die (f die zn (3j conjugirtc (Jruppo znsiuiuiieii- 

Zu jodem (1) genügenden Tripel gehört ein weiteres 
[■Mottjpiit X^, dttB mit dem Tripel ein Quadrupel der (.iruppe (5) 
J '*i<Jt, die man durch drei ganz beliebig gewiihl^e Quadrupel 
y(.^> fi-stlegcn kann. Dies liefert den bekannten"' Satz'*): 

p) gD ie Ecken irgend dreier einer cubiachen 

^UmcurTe tp umschriebenen Tetruedor Hegen 

r**^ ei Der Fläche »weiter Ordnung H. Dieser 

■) Beiapieltweliw gelit durah reap. HoltiplicAlIon der ineiten und 
^'^Ueo Bed!ti|;uug mit o^^, ro«p, (2 a^^ + "nl und Ailditiun dio BodiugtiDg 
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"i =^ liBTvor, der unlvr im /i.. ■KcUtluncn dar Nr 1^5 die den Indax I 
*^<cht ■uhrui Bünde anlsprichl; analog dui^b MltllipITcation irr er«len udiI 
'^•ilfn mit 2 o,, -)" "» ''"*P- "ii '""^ diddillon die rnndcio: A, ^ 0. 

*•) Ül«r die Ervioilerung dosaellwn cf, Knp, 111 Dio diiitlittiiclien 
Gt^iiiUxn «ind (Ilinrill untordrficlit. 
W. yr. Klarer. A«.-t.,liiLi. W 
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kann man oo ^ solche Tetraeder einbeschreiben 
und zwar ist jeder Punkt der Fläche Eckpunkt 
eines »o\c\\eu Tetraeders.** 

Nun entsprechen den drei Doppelpunkten der B^ (5) 
(ttj ßj) drei solche Eiementenpaare (a^ ß^), die mit unendlich 
vielen Paaren Quadrupel der Gruppe (5) bilden d. h. 

ß^) „Die Fläche H des Satzes ß) hat dieEigen- 

Schaft; dass drei Axen der Raumcurve (a^ ß^) ganz 

auf ihr liegen.* 

Da umgekehrt diese drei Elementenpaare (a^ ß^) das 

Schnittpunkttheorem der Curve (5), und somit die Fläche (1) 
eindeutig bestimmen, so folgt: 

ß^) „Soll voneinerFläche zweiterOrdnungin 

Bezug auf eine cubische Räumen rve der Satz ß) 
gelten; so sind dazu die Bedingungen des Satzes 
ßj not h wendig und hinreichend. 

Diese Bedingungen sind im Falle derNorm- 
curve durch (2) dargestellt. ** 

In der That ist ja durch drei Gerade, die sie enthalten 
soll; im Allgemeinen stets eine Fläche zweiter Ordnung be- 
stimmt. Werden von den drei Doppelpunkten der J?* (5) ein 

resp. zwei resp. drei zu Spitzen, so werden von den bezüg- 
lichen Axen der Curve ein resp. zwei resp. drei *) zu Tan- 
genten. Besitzt die Curve (5) einen dreifachen Punkt (a, ß, y), 
so wird die Fläche zum Kegel, für den die Axen (aß) (oy) (py) 
Kauten sind. Der doppelt unendlichen Schaar solcher Kegel 
entsprechen die drei homogenen willkürlichen Constanten (j)q 
(cf. pg. 26S Anm.). Und ähnlich in andern speciellen Fällen 

*) Auf die leUtereo Flftcben, die also drei Tangenten der Corre ^ 
enthalten, ist schon früher (pg. 113) aufmerksam gemacht: desgleichen ^njM.f 
die allgemeinen Flächen 11 Nr. 134. 
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170. Von irgend eincro Punkte (X, \ X^) der Fläche H 
y ^ehen die drei Axen (X X^} (X^ X^) (X^ X^) aus, die an» der 
l'^liiche drei Itestpunkte ausschueiden, dcrcu Verbind uugaüteue 
Daoli SatB (ß) eine Ebene (XJ der Curve ist. Dann bilden die 

IvieM- X ein Quadrupel der Gruppe (5) d. ti. sie genügen dem 
tSchiiiitpunkttheoi-eiu der Curve (ö): 
(G) o,=:0, l>^ = 0. 
Geht man umgekehrt von einer beliebigen Curvenebene 
1^^) ftus, so giebt ea nouh eitifuch unendlich viele Tetraeder 
■^ss Satzes (ß), die sie als eine Ebene besitzen. 
Die Gegeneckeu der Ebene (X^) in allen dit^scn Tctra- 
'^'^«'n durchlaufen die Gerade: 
^, 4- X^ ^^ = 

•^- i- eine Gerade der Fläche H. Die Punkte (X^ X^ X^) dieser 
*^**adeD repräaentireu andrerseits die Punktelripel, die in der 
_E.l>e.»ie der Curve It] (ö) der Strahlbüschel des Punktes (XJ 
br ausschneidet. Und da es für jeden Punkt (XJ der 
-'**i*^a K drei Geraden giebt, die ihn mit den Doppelpunkten 
I P,) verbinden, so folgt : 

3j) Jede Ebene der cubischen Rannicurve f 

r** einegemeiusame Ebene von nnendlicli vielen 

JV Wiu- und der Fläche H eiubeeeliriebenenTelra- 

1. Ihre Gegenecken in denselben durch- 

u eine Gerade der Fläche H. Diese Geraden 

' 1 den dio eine Schaar der Fläche, und zwar die, 

* ^ 1- die drei Axen (a, ß_) (der Cu r v e if) nie ht ange- 

^»ifen. Auf diese Weise sind also die „Geradon 

^0 jener ächaar den Ebenen (X J der Curve tp 

P'^ojektiviacb zugeordnet", 

Sonnt soboeideo also auf der Curveoebeue (X^) die von 
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den Punkten der Geraden (X^) an die Curve 9 gehenden 

Ebenentripel unendlich viele Dreiecke aus^ die dem der 
3Ebene (X^) und der Fläche H gemeinsamen Kegelschnitt ein- 
beschrieben sind. 

Von den Ecken eines solchen Dreiecks gehen resp. die 
Axenpaarc aus : 

(8) (X^ X,) (X, X,) ; (X, X,) (X, X,) ; (X^ X,) (X, XJ 

die alle in der Ebene (X^) liegen. 

Bekanntlich umhüllen aber alle in einer Curvenebene 
(X^) befindlichen Axen der Curve einen Kegelschnitt; den 

Schnitt der Ebene mit der Tangentenregelfläche der Cnrve. 
Dieser heisse der Normkegelschnitt*) der bez. Ebene. 

Mithin giebt es in der Ebene (XJ unendlich viele Drei- 
ecke, die ihrem Schnittkegelschnitt mit der Fläche H ein- und 
dem Normkegelschnitt der P^bene umbeschrieben sind d. h. 
nach der früheren Bezeichnung (Nr. 51): 

ßj „Jede Ebene derCurvecp trifft die F lache 

II (des Satzes ß) in einem H-Kegelschnitt ihres 
Normkegelsch ni tts." 



*) Mit der doppcltzUhlenden Tangente (X) der Curve bildet dieser 
Kegelschnitt bekanntlich den vollstUndigen Durchschnitt der Ebene {\) 

und der Tangentenregelfläche der Curve. 

Da z. B. die Ebene «^ = der Normcurve von den Ebenen (X) der 

Curve : 

3 .2 



s 



X -- '0 



8q \ — »j X -(- «j X — «g = 



in den Goraden 



2 8 

«Q X — «j X -|- »g = 



getroffen wird, die den Normkegolschnitt 



4 «^ «jj — «J = 



umhüllen , so ist die Bezeichnung „Normkegelschnitt* einer Ciirvenebe»-^p 
gerechtfertigt. 
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171. Dies ist aber auch In der Tliitt die eigeotliulic lle- 
dculuug der GloicliuDgeii (2). Die ernte und dritte zeigen nach 
pg. W olme Weiteres, dasa die Ei gen schuft des letzten Satzes 
dcu Curveuebeneii (U) (x) ziikomiut. 

Andrerseits ist nach beliebiger Animbme der Doppcl- 
{luulctsiirgutneiite (a^ ß^) der Curvc i? ihr tjclinittpunkttbeorem 
eindeutig festgelegt und demnach auch die Flüche (1), der die 
^Eigenschaft des tSHtzee ß^) zukommt. Daraus ist ersichtlich, 
dusa die G eeammtheit der Bedingungen (2) eine ElgeDSchaft 
-vou riäclie uud Curve darstellt, die in (juaternürem Sinuc eine 
iuvariunte ist. Da aber die Argumente (0) (ao) nur dazu 
«lieateu, die Curve auf ein passendes Coordiuatcntetraeder zu 
l)exielien, so oinss, was von ihnen gilt, auch von Jedem andern 
Paar gelten, d. h. es gilt der Satz ß^}. 

Man kann demnach auch so sagen: Die zweite der Bc- 
«ÜDgungcn (2) sagt, unter Voraussetzung der beiden 
andern, aus, dass nunmehr jede Ebene die Eigenschaft der 
J'jbene (0) oder ( a) theilt, oder auch, dasa nunmehr die 
Cleichung, die filr irgend eine Flüche zweiter Ordnung F 
<a' ^ 0) die Curvenebeuen bestimmt, die sie in einem H-Kegel- 
«chaitt ihres Normkegelschnitta tretfeu , identisch erfüllt 
■wird. 

Dies soll die Rechnung bestutigen. 

172. Die CoordinatCD eines Punktes einer Normcurvcn- 
«bene (a) sind (cf. Nr. 30) : 

(9) pS|j ^ 3|j, pS| = aa^ + Oj, ps^ ^ i^ -\- ao^, ps^ =: ao^ 
*o die 3 aus zwei Variabeln X^ X^ gebildet sind. 

Die Substitution in die Gleichung der Flüche i'' liefert : 

llO) cp„ -H 2 a 'f^^^ -f- a* :p, = 

HO nf^ ^ resp. 'f ^ ^ den Kegelschnitt darstellen, der der 

näche F und den L'urvenebenen (0) resp. (» ) gemein ist 

niid ly^ ^ = alle in Bezug auf F conjugirten Punktepa an-, 
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! Punkt der einen iiml der andere der 



j denen immer der eiiii 
Indern Ebene imgeliört. 

Variirt a, bo erhält man in Gleichnng (10) all« Sclioitlc 
von F und den Ebenen der Curve. 

Soll nun (10) zu einem H-Kegclsclinitt des bez. Norm- 
kegekclioitts werden, so erj^iebt die bekannte Bedingung der 
Nr. 51 nach einiger Keehnung: 

(11) a* A, + a* A, 4- a' Ä, + a Aj + A^ = 0. 
Dabei sind die A, die linken Seiten der Bedingungen 
1(2) (uebBt anm.)j und gehen aus den linken Heilen der füuf 
Pi^ Rektionen (cf.pg. 24t*) P, (wo iu P, der Index i nicht auf- 
tritt) iniftelat der aus Gleichung (1) fliessenden Relationen 
hervor (und umg.) : 

(12) p,, = a^, p^^ = a,„ p„ = fl,,, p^ = «„; 
Poi = 2 «o,> Pi, = 2 a„, i>„ = 2 H„, p^ = y ,.„, -f- «,,, 
P» = ^ Ks + "u.)' J\i = 2 a,, -t- «^. 
Nun bestehen naeli pg. 273 anni. zwiachen den A die beidcti 
Relationen : 

A. (2 a„ + «„) + A, »„ - A. ,.^ = •> A, «„ 

I- \ «» + A, «„+A.(-'»„+n„) = 2 A, »„ 

denen gemäse (12) die andern zwischen den P eorrespondircn: 

(dabei sind vorläufig die zehn p^^, ans denen die P gebildet I 
eind, als ganz unahhüngige Grössen zu deiil^in, gerade wie dicj 
a„ ). Demnach gilt zuvorderst der Satz : 

Y) ,Eb gibt im Allgemeinen immer ein Qu 
rupel von Ebenea (11) einer cubischen RannJ 
ourve, die irgend eine Fläche zweiter Ordnu 
in einem H-Kegelschnitt (des in der Ehen« I 
fiudlichen Normkogolschnilta) treffen." 



(13) 
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Aber dieaes Kbeneiitetraeder ist zugleich der Fläche ein- 
bcschriebcn, wie nun gezeigt wird. 

Durch eine lineare Traiisforraution auf der Curve kaiia 
man erreicUcn, dass zwei der vier Wuraoln von (11) die 
^Verlhe 0, ao nuDehmen. Dann verschwinden A^^ A^ (und 
aomit ancli P^ i'^) tiiid Gleichung (II) geht wegen der Rela- 
"Cionen (13) über in (wenn a, ß homogene Variable sind): 

'"' " 2 i ' <"' «.. + 2 P « «„ + f •„) = " 
"x^oraiiB in dei' That sofort einleuchtet,, dusa, wenn anch drittens 
ij{iiud diiniit Pj) vei-Bcliwiudet, die Gleichung (11) identisch 
lefriedigt wird, was den Satz ß,) zur Folge hat. 

pDann werden diu p^^ wieder die Ursprung- 
icUen Gröaaen {ah'\^ und die Fläche ist durch (1) 
largestellt.'* 

Jetzt verschwinde aber A^ nicht. 

Dann sind die Coordiuateu tinea Punktes der Axe (0, cc) 
er Ourvo : 

(13) pa^j = Ü, pSj = ß, pS^ = OL, pSj := 11 

%iui demnach die Schnittpunkte dieser Geradtiu mit der Flüche 
-7* gegeben durch: 

(10) a* «„ + 2 a ß «„ ■+- f a,, = 0. 
Die Vergleichung mit (14) beweist die anfgestelllc Behauptung 
und wir haben aomit: 

Ti) B^^* giobt im Allgemeinen immer ein ein- 
siges einer cubi sehen Raunicurve9um- undciuer 
Fläche zweiter Ordnung F einbeschriebenea 
Tetraeder (11). 

Die Ebenen dcsflelben treffen F in einem 
H-Kegel»chiiitt ihres Nurmkegelschnit ts. Giobt 
«»noch ein© fünfte Kbcne mit gleicher Eigen- 
■ohaft, so erfronen sich ihrer auch alle Ebenen 
dnrCarve. Dann giebt es auch gleich doppelt 
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unendlich viele der Fläche ein- und der Curve um— 
beschriebene Tetraeder. 

Dann verschwindet die linke Seite von(ll)^ 
eine simultane Covariante*) von Fläche und Curve^t 
identisch. 

Dies ist aber nur drei Bedingungen aequii 
valenty da zwischen den Coefficienten von (11 
(mit Hülfe der Coefficienten von-F) zwei linear* 
Relationen bestehen.^ 

Dass umgekehrt aus dem ersten Satze von yj wiedt 

Satz y) hervorgeht , ist sofort zu sehen , denn jede Ebene d« 
der Curve um- und der Fläche einbeschriebcnen Tetraede ^ 
trifft F in einem Kegelschnitt , dem ein Dreieck ein- und de^ 
Normkegelschuitt der Ebene umbeschrieben ist. Dann al 
giebt es ja unendlich viele solcher Dreiecke d. h. der ere 
Kegelschnitt ist ein H-Kegelschnitt des zweiten. 

173. Hier bietet sich zugleich die analoge Frage na. 
den Ebenen einer cubischen Raumcurve, die eine Fläe 




die 







zweiter Ordnung F in dem F-K egelschnitt ihres Normke g 
Schnitts (d. i. dem den letzteren stützenden) treffen. 

€)ie Anwendung der oft gebrauchten Bedingung auf 
Kegelschnittschaar (10) liefert : 

(17) a* (a„ — «„) 4- a? («o, - «„) -h ß* (a„ - o„) = 
oder in den p : 

(17') J(a'(i>«3-3i>„) + «?(i>o-2i'„)+?*(l'„-3l'J-4<^ --^-^^'- 

Dies liefert zunächst : 

5) ^Es giebt im allgemeinen immer ein Ps^ ^^ 



*} Im Falle die FlUcbc die Curve stützt und aus ihr das Sextii 
/ ausschneidet, ist diese Covariante die einzige biquadratische Corari«^*^^ 
der Form / vom zweiten Grade in den Coefficienten , die es bekannt?^ "^^ 
giebt. 
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giebt es 
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In der That sieht man dies auch so ein. In der ganzen 
der Carve uinsehri ebenen Schaarsdiaar von Flachen zweiter 
Klasse giebt es eine Hchaar, deren Individuen auf der FlUche 
J^ ruhen. Sie Iiahen alle eine Raumeurve vierter Klasse 
gcmän, die in die gegebene Curve und eine Axe derselben 
Äerfiillt. Die beiden von der Axe an die (Jiirve gehenden 
Ebenen enthalten je einen Normkegelschnitt. Diese beiden 
1 K egelsojinitte sind die einsigen nneigentlithen Flüchen der auf 
riilieiiden 8chaar. Dann ruhen sie aber ancli auf dem 
Ccj^clBchuitto, den ihre Ebene ans F ausschneidet. 
q. e. d. 
Soll die Gleichung (17) idcntiacb verauh winden, ao stütat 
b£&c;]j Krtllierein die Fläi^ho F die Curve und von jeder Ebene 
?«*• Curve gilt der Satz S). 

Werden aber die o,^ den Uedingungeii A, = (' (und damit 
■"><* p^ den Bedingungen P^ = 0) unterworfen, so geht die 
t^^lilflie F wieder in diu Fläche H (1) über. 

Dann ist die linke Seite von (17') (abgesehen vom Faktor 



L^) die ijuadratische, bilin 
">o«)rems-Iuv«luliün 



e Combinaiite Q der Schiiitlpunkt- 



(3) a^-\-k\ = 
• «». die dritte Ueberai:hiebung der Formen «,, /'.. 

Ui'kanutliuh ist aber nach Gordan^^' eine biqu ad ratisch i 
■'^'^Voliition (3) in eindeutiger') Weise bestimmt, aubalc 



'l Vnti diesem Nalno gebt anc 
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man neben der ersten Ueberschiebung der Formen a. J. (d. i. 

ihrer Funktionaldeterminante) auch noch die angegebene qua- 
dratische Combinante kennt. Dies liefert den Satz : 

e) „Zujeder der fünf Flächen zweiten Gr ad ea 
H,diedurch irgend sechs Punkte einer cubiBche 
Raumcurve gehen und drei Axen derCurve gan 
enthalten, gehört ein Ebenenpaar der Curv 
das die Fläche in einem ihren resp. Nornikege 
schnitt stützenden Kegelschnitt trifft. 

Dies wird dargestellt durch die quadratisclu 
in den Pjj^ lineare Combinante Q der zu gehörig 

biquadratischen Involution, deren Quadrup 
grnppe conjugirt ist zur Gruppe der der Cur 
um-und derFläche einbeschrieben en Tetraed 
Umgekehrt gehört zu jedem solchen Eben 
paar nur eine eineige Fläche H.* 

Von diesem Ebenenpaar sind noch weitere Eigenschsi.^f^eo 
augebbar. 

Die quadratische Combinante (17') ist auch definirbax* ^s 
dritte Ueberschiebung der nach a genommenen ersten Polaj"en 
der Formen a., 6«. Andrerseits ist dann (cf. pg. 68) die In- 
variante i der Funktionaldeterminante dieser Polaren das Q«** 
drat der Form (17'). 

Nun waren in Satz ß^ die Geraden (a) der einen Seh 

der Fläche H den Ebenen (a) der Curve projektivisch zn 
ordnet. Die von den Punkten der Geraden (a) an die Cu 
gehenden Ebenentripel sind gerade durch die cubische In^^^ 
lution der angegebenen ersten Polaren dargestellt. MitL» 
liefert deren Funktionaldeterminante bei festem a die vi 




Das Produkt der fünf quadratischen Combinanten, die mit eii^ 
gegebenen Funktionaldeterminantc die fünf zugehörigen biquadratiBcb 
Involutionen bestimmen, ist dann eine Covariante (zehnter Ordnung) 
Funktionaldctermiuante. 
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ngenten der Curve, die die Gerade (a) treffen. Verschwin- 
de^ die Invariante i derselben ^ so sind die vier Tangenten 
qulanharmonisch und die Gerade (a) ist im Nullcomplex der 
rve sich selber conjugirt. Mithin haben wir : 

5j) ^yConstruirt man die im Nullcomplex der 

<^u bischen Curve zur Fläche H conjugirte, so 
treffen sich beide in zwei Geradenpaaren, von 
denen das eineder einen, das andere derandern 
Regelschaar von H angehört. Der die dreiAxen 
(*f ßi) d®r Curve enthaltenden Kegelschaar 
(cf. Satz ßj) gehört dasjenige Paar an (das von 

zwei aequi anharmonischen Tangen tenquadrupe In 
der Curve getroffen wird und) das dem Ebenen- 
paar des Satzes 8) projectivisch zugeordnet ist* 

174. Excurs. Es möge hier die fundamentale Bedeutung 
"^^ quadratischen Combinantc (17') Q für die ebene Curve R, 
«er^xi Schnittpunktformen die Involution (3) bilden, einge- 
scfiofcen werden. Dabei werden die von Herrn Brill er- 
"^Itouen eleganten Resultate eine neue, nicht unwichtige Be- 
leuohtung erfahren. 

Der Satz 8^) spricht sich in der Ebene ohne Weiteres 

5^) Für irgend eine Curve üj: j^px^ = cpj(X)* giebt 

^* immer ein Paar von Punkten auf ihr, von 

^^tien aequian h armenische Tangentcnquadrupel 

*^ sie gehen. Dies ist das Paar Q, wo Q die 

^^tizige in denCoefficienten der cpj (oder auch in 

denAjj^(cf. §. 1) lineare quadratische Combinante 

iftt, von der der Gordan'sche Satz gilt.* 

Diesem Punktepaar kommt aber eine noch merkwürdigere 

Beziehung zu : 

6j) „Das Punktepaar Q ist das von demBril)- 



sehen WeiulekegeJaclinitte dorCurvei2(d. i. de 
fl 11 r c !i die s c c li a W e n d e p ii ii k t e g e h e ei d o n) s ii e i h 
ausserdem uoc)i uusgeBclinittene.' 

Herr Brill hat die Existenz des Wendekegelacbiiitts i 
der suliOD urwälinten Abhandlung (Math. Ann. XII „Ueber 
nttionale Ciirven vierter Ordnung") erwiesen, und in einer 
weiteren Arbeit (Math. Ann. XIII „Ueber die Hease'Bch« 
Cnrve") den Bcweia erheblich vereinfacht, sodass die Reelle 
iiung fast eliniinirt ist. Zugleich theilt hier d. H. V, 
weiteren eleganten Satz mit (cf. unten), der achon vermuthe 
liiast, daaa das in Rede stehende Puuktepaar eine tiefere B« 
deutung für die Ciirve Ii hat. 

Herr Brill geht von der Hesse'snhen Ciirve der gft 
gcbcnen aus, die ja die Wendepunkte an^Bcbneidet (und n 
dem in den Doppelpunkten berührt), und zeigt, wie sie ia 
den Doppelpunkten , was ihr Verliniten zur Curve betrifllj 
von einer andern, wesentlich pinfiichern Curve sp „vertreten* 
werden kann, woraus dann der gemeinte ISalz ftieaat. 

Der folgende neue Beweis setzt die Keuntnisa der Hesse** 
sehen Curve nicht voraus und benutzt nur die filr iU/ 
Curve als rationale charakteristische l'"orni des Schnittpuukt-i 
theorems. 

Mit Rücksicht auf die Arguujeiite der Doppelpunkta 
(a ß) lUsst sich, wie bekannt und schon frlüier pg. lÖI bemerk^ 
das Schnittpunkttheorem ersetzen durch die drei (lioetir « 
hüngigen) Gleichungen 

(A,-«,) (X,-»,) . . . (X — »,) _ _ 



(18) , 



(«, 






Dann folgt sofort, dass daajenige fli 
auf einem Kegclsclinitte so lautet (v 
linear unabhängig aiud) 



■ acht Punkte der Cnt- 
diese drei Gleichun)^ 
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Vermöge der linearen Transformation, die den Doppelpunkt 
(a. ßj) zum Doppelpunkt (0, oo) macht : 

X—a, 
(20) ^ = ^ 

geht eine der Gleichungen (18) (19) in die kanonische 
Form über : 

(21) {1^ \L^ [13 [1^ = Tj, [1^ tl, . . . [lg = Xf 

w-ährend die beiden andern Formen in ihrer Gestalt nicht ver- 
ändert werden und, wenn die neuen Argumente der beiden 
•'*>^<lem Doppelpunkte jetzt (A^^ B^^) (Aj B^) lauten, sich so 

®<^h reiben 



(ll, — AJ . . . (u.^ — A. ) 
^^' ^^ -B,) . . . (,1,-B,) - ^ 



k 



(^ -A,) . . . (1I3-A,) _ , 
(,x.-B^ TT . (,.^J -\(^-^'^ 

Andrerseits Icann man das Schnittpunkttheorera (18) dann 
^ ' • ci l-i darstellen durch : 



(22) 



\ ^ + 0.5, + 0.5, + 0. 53 + a, 5, = 

K ^ + *, «^1 + \^ + h h + &4 h = 

— % 

wo wegen (21) : = x. ist. 

Mithin nehmen die p^^ jetzt die Werthe *) an : 



^) Mithin nimmt die Fanktionaldeterminante der Schnittpnnktformen 
öge (20) die Form an, 

' ~^ ^'oi + 3 1)^ X + 3 (;7^^3 + 2 pjg) X^ + (p^ 4- 8 />,3) X'^ 

+ PS4 ^* + 3 p^^ X* + 8 (jp,^ + 2 /)2,) X* 
^ (a^ ^) + 3 X (a^ Ajj) + 3 X* (a, 63) + X^ (a^ ^.^ - a, b^) 
— (a, ^»3) X*^ - 3 («^ ijj) X* - 3 (a^ h^) X* 
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(23) 



Dies sind die erforderlichen Hülfsformeln. Man schliesst 
nun so. 

Dass die Lage der sechs Wendepunkte keine ganz unab- 
hängige sein kann, geht schon aus der Con8tantenanzahl(=rll) 
der Curve It hervor. Man kann keine Curve ^B construireo; 
die in sechs beliebigen Punkten Wendepunkte hätte, da dies 
zwölf Bedingungen zählt. 

Nehmen wir jetzt für den Augenblick an, die Wende- 
punkte *) (ü)j . . . ü)^ lägen in der That auf einem Kegel- 
schnitt, so wäre nach der zweiten Gleichung (21) 

(24) tf = (u,^ . . . ü)^ (f., v^i = ^f) {^.^ (1^) = 

a h a 
— — -T-; also, da = t.. 

«4 h % 

\ 
(25) Tj = T^ (|i^ [Jig) und demnach 

(26) (,., n«) = - ■^;. 



d. h. zwischen den Coefficienten von 

^ I?: »0 + 6 «1 51 + 15 tj X* + . . . + 6 lg X 4- ig X* 
finden die Relationen statt (cf. Brill Math. Ann. XX 1. c.) : 

*(>• 2 t\: 5 lg = - öi^: — 2 i^i - i^. 
Umgekehrt befinden sich daher unter allen Substitutionen (20), d 
irgend eine binHre Form sechsten Grades in diese canonische For 
bringen, jedenfalls die 3. 5 = 15, die den Elementenpaaren (a ß) d. 

fünf zugehörigen Involutionen vierter Ordnung entsprechen. 

*) Nach pg. 244 sind sie die Wurzeln der Fuuktionaldeterminante 
Schnittpunktformen : 

/ = JPoi + . . . 1'34 >' . 
Andrerseits war Q '^ (p^^ — 3 p^^) "t" • 4" (^04 — 3 p^s) ^ • 



nml ilio Nurmu 

Ist &ber die AiinnhiuG richtig, so muss offenbar das vom 
■Cgclaclinitt amgeschnitU'iie KoAtpiiiiktupaar von einer 
UHtlrutiscIicu Combuiaiite der Suliiiittpunkt- 
huoremB-I nvolii tion dargeBtellt sein. Diese mUsstc durch 
ie auf irgend einen der drei Dojipcl punkte beailgliclio Trnns- 
imiation (2U) in eine solche Form Übergehen , da^s das 
idukt ihrer Wnrzeln den in (2(i) angegeht-aen Werth hat. 
Hes leistet aber nur die eine Combiiiante Q. 

Nachdem man so auf dieForm Q geführt ist, 
«brt man den Beweis um und sagt: 

,Die hinreichenden und noth wendigen Be- 
mgungen dafür, daaa die sechs Wendepunkte (w,) in i t dem 
'unk te paar Q auf einem |Kegelächiiitt liegen, sind zunächst 
nrch die drei Gleichungen (18) gegeben , wenn man illr sechs 
Br acht X die o), und fUr die beiden Uestargumeute die Wur- 
jin von <2 = einaotzl. 

Um leichter zu erkennen, ob die auf irgend einen Doppel- 
unkt (ctj p^) bezllgiicho der Gleichungen 19) in der That in 
er vorgeeuliriebenen Weise erfüllt wird, wendet man die 
Dcare Umformung (20) an, wodurch die gemeinte Gleichung 
10 Kweite Form (1i\) und das lineare ächnittpunkttheorem 
Uc erste Form (21) oder) die Form (23) annimmt. 

Uann aber zeigen die Formeln (24) (25) (2Ü) die ver- 
Liigte BlrfUllung, Dasselbe Verfaliren wende man auf die 
eiden andern Doppelpunkte an, dann ist der Beweis erledigt." 

Man sieht , dass ein wesentliches Hulfsmittcl beim Bo- 
'eiae darin besteht, dusa einmal von der Form (21), «ndrer- 
lits von der Fgrm (23) des Schnittpunkttheorems Gebranch 
:ht ist. 

Kaet in derselben Weise kann mau den zweiton Brill'flchen 
lata beweisen : 

S^ „Die sechs Keslpunkte der Tangenten 
on ^ in den Doppelpunkten liegen mit dem 
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Restpunktepaar des Wendekegelschnitts aof 
einem Kegelschnit t." 

Wie vorher, machen wir vermöge (20) einen der Doppel- 
punkte zu (0, Qo). 

Die Argumente der beiden andern seien dann (Aj^ Bj^), 

(Aj Bj)^und die bez. Produkte a^y a^. 

Endlich die Restpunkte der Tangenten in ihnen seien 

Dann sind ihrer Definition nach zunächst die vier letzteren 
bestimmt durch : 
(27) a^ A^ r^ = t,, a^ B^ r/ = t,, a, A, r, = x,, a, B, r,; = x,, 

also kommt durch Multiplikation : 

(28) (o^ o,)' {r^ r/ r, r,') = x*: da aber: x, = a^ a,: 

(28) r, r,' r, r,' = x,. 

Andrerseits ergeben sich r^ r^ aus der zweiten Gleich- 
ung (2ä) 

(29) »-0 = - jS »-. =-ft[al««%»-» =^ 

Da endlich nach (25) (|i, n ) (das Produkt der Wurzeln 
b. 



von ^) gleich x^ .- ist, so folgt: 

'2 



h.) 



<• 



(30) (r, rJ r, r.') (r, r J (,i, ^^ = (x,) {^ -j {x.*? 

g. e. d. 

Die Formel (28) ist dabei zugleich der Beweis für den 
gleichfalls von Herrn Brill angegebenen Satz: 

,,D ievierRestp unkte zweierderdrei Doppel- 
punktstangentenpaare liegen mit den beiden bez. 
Doppelpunkten auf einem Kegelschnitt*)." 



*) Diese SUtze lassen sich noch mannigfach erweitern, wie folgt: 
Gleichung (30) schreibt sich auch so: 
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175. Wir kehren zurück zu unserer Fläche zweiter 
Ordnung H (1). 

Denkt man sich in (1) ein Argument a fest , die beiden 
andern beweglich ^ so stellt (1) einmal die mit dem Funkte a 

der Curve JR^ in gerader Linie liegenden Punktepaare , oder 



(*-0 *•«) (f^7 ^s) = "^I ^' ^• 

,Die zwei Restpunkte eines Doppelpunktstangenten- 
paares liegen mit dem Pnnktepaar Q und den beiden 
andern Doppelpunkten auf einem Kegelschnitt.*^ 

Stellt man weiterhin noch die Invariante j der Funktionaldeter- 
minante der nach a genommenen ersten Polaren von o^ b-^ auf, so ist 

dies eine Form j^, die, = gesetzt, diejenigen sechs Punkte einer Gurre 

Ji darstellt, von denen harmonische Tangentenquadrupel an sie gehen. 
VerflLhrt man wie im Texte, so wird für das Schnittpunkttheorem (23): 

Ja = |- -~— I + Cj a + . . . C'jj a* + {-^1 a * und somit das 
Produkt ihrer Wurzeln 



/. . • _3 

== J J • • • ^ = ^ . 



also wegen (29) r^ r^ = , 

^3 



3 
b 



Erstens / (»"o**»)* = "^i* 

Femer bestimme man das Kestpunktepaar , in dem die Gerade, die 
B das Paar Q ausschneidet, B noch trifft. Dieses sei (p^ p.^V Dann ist 
<wegen (26): 

(V-i {»■%) (Pl P2^ = "^i ™^^^*'^ 

Ji h _ 

Pl P2 - (X, H^3 - 63 - ^0 '■«. 

Somit lautet die erweiterte Gleichung für die Punkte {j . . ,j ): 

1 6 

^ (*'0 »••) = ^ (To *•«) (Pi P2^ = ^ i^o^J (Pl P2) = ^ ^Pl P2^ ='^. 

Von den vier darin enthaltenen Sätzen werde etwa der letzte 
betont: 

„Durch die sechs Punkte / auf B (von denen harmon- 
itclie Tangentenquadrupel an sie gehen) lege man eine 
Carre dritter Ordnung, die B ausserdem in einem der 
beiden Restpunkte der Geraden Q osculirt. Dann osculirt 
sie anoh in dem andern.** etc. 

W. Fr. M tytr, ApölaritXt ^^ 
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audi die <Iie Gorade (a) der Fläche H treffenden Äxen d( 
cabiachen Raumcurve, oder endlich den Kegelschnitt dar, dt 
die Ebene (oc) der Curve aus der Flüche H ausschoi 
Damit ist die projectiviBche Beziehung zwischen Gerade (i 
und Ebene (a) näher beBtimiut. Fallen die beiden variabel 
Argumente züBamtnen, so ergiebt sich das vom Punkte aa 
die i?^ gehende Tangentenquitdrupel, oder auch das die G4 
rade («) von II treffende Tangenten ijuadrupel der Kamncury 
oder die Schnittpunkte des Normkegelschnitta der Ebene (1 
mit ihrem Schnittkegelscbnitt auf H. 

Nun trafen die beiden Ebenen (Q r= 0) iVm Fläche H 
einem Kegelschnitte, der sowohl H- ala J^-Kegolschnitt li 
bez, Norrakegelschnitta ist: mithin ist nauh einem frUher 
Satze daa Schnittpunktquadriipel derselben aecjuianharmonisi 
woraus mit Hülfe des eben Bemerkten wieder die SKlze (5^) (8, 
flieeaen. 

170. Eine grosse Menge von weiteren Eigenschaften 1 
Flüche II erhält man unmittelbar aus ihrer Abbildung auf 
ebenen Curven R: es mögen etwa noch, im Hinblick auf d] 
Doppel- *) und Wendetangenten der letztern, die folgend« 
angeführt werden : 

Q „Die acht Tangenten, die eine FlSi 
zweiter Ordnung mit einer cubisohen Ran niciirT 
^gemein bat, theilen sich für eine Fläche Uti 
vierPaare (5, s,) derart, d aas die vierBerührung 
sehnen d er Fläche Axen der Curve sind (und zwi 
die Axen (5^ e,)). 

Die sechs Tangenten an die FlScheH ind« 
Schnittpunkten initderCurve treffen die FUc ' 

*f Mitliin [übi-en aucli alle Trlllier für die Argiiinenlmip»R t 
Doppel lungeiiten ( Wendotangonlon) nachgewiesenen Beiiehunfion n «o 
■prechenden ätttien tüv die FlBohen 11. 
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ine 1)1 Bolclieu gellt 
TenaxeauB, diedaim 
:be ist." etc. 



iDflecbHRcBtpunktcnr. Voii 
iinmernüclieiae einzige Cur 
tugleich Tangente der Fläi 

1 77. In Früherem (cf, Nr, 133 ff.) wurde die Hurwitz'Bche 
»bische Raumcurvc Hj, := H *) betrachtet, der Ort der Ecken 
ron iiDendItcb vielen der Curve tp umschriebenen Tetraedern, 
£e auf 9 eine biquadratiache lavolutiuo bilden. Als letittere 
diene jetzt die der Schnittpunktforineu der Curve B, dann 
ntistirt eine grosse Zahl von e i gen thümli eben Beziehungen 
t«-i8chen Flache H und Curve H, von denen einige aehon be- 
laitdelt sind. iSo waren die Tangenten der Curve 9 in ihren 
jclinittpunkten mit der Flüche H tSehnen der Curve H. 
<tf. pg. 210.) 

Eb tnöge genügen, hier noch eine wichtige Beziehung 
Rwischcu Fläche und Curve H berauszugreltcn , die von den 
Doppelpunkten («^ ß^) (resp, den auf der Fläche H liegenden 
Axea (a^ ß,) der Curve f) ausgeht. 

Unter den Involutionsquadrupeln befinden sich nomlieh 
1 der Form: 

(31) (i-a,)* + *• (X-p,)'. 
Fassen wir hier für den Äugenblick Ic als variabel auf, so 

t uns eine neue Involution vierter Ordnung , aber apecieller 
iJatur, entgegen. 

Denn ihre Döppoleleinente sind gegeben durch (cf.Nr. G5): 

(32) (k-af (X-ß)' = 0. 
Aus dem Umstände, dass es zwei Tetraeder dieser In- 

Tolntion giebt, deren Ebenen alle coincidirt sind (in die Ebenen 
<flO rwp. (ß,)) folgt sofort, dass die durch die Involution (31) 



*] Nwh der jetnigoa Ücisicb mm gs weise liUtte ama eu sagen : 
^«do Ebens der Curve f trifft die Carve H in don Eckei 
«in«* Ibrsm NormkegeUchDitt umbesohiriebeneD Dieiieiti.' 
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bestimmte specielle Curve H^ mit der Curve cp die Punk 
Tangenten und Ebenen (a^) (ß^) gemein hat. 
Somit gilt der Satz : 

7]) ^U nter den einer Curve H^ ein- und ein 

Curvecp um beschri eb en en Tetraedern befind 
sich drei ausgezeichnete. Jedes derselben i 

einer weiteren speciellen Curve K^l^ einbeschriebe 

die mit der Curve cp zwei Punkte, Tangente 
Ebenen (a^, ßj) gemein hat. 

Die drei Axen (a^ ß^) bestimmen dann na 
Satz (ßg pg. 274) eindeutig die zur Curve H^gehöri 
Fläche Hj,, diecpin den sechsPunkteu trifft, den 
Tangenten Sehnen von H sind. 

Umgekehrt gel angt n^an so vonderFläch^ If 

zur Curve H..." 

Dieser Satz ist aber nur ein besonderer Fall einer slII 
gemeineren Beziehung zwischen Fläche und Curve H, clie 
selbst wieder einer weittragenden Verallgemeinerung (die in 
Kap. III behandelt ist) fähig ist. Diese gemeinte Beziehung ist 
(zunächst) in algebraischer Gestalt: 

x) I.^Jedes der JJ*-Gruppe: 

angehörige Elemententripel (a, ß, y) entspricht ein ^r 
bestimmten Form 

(34) a (X—af + 6 (X-ß)* + c (X— y)* 
der zu (33) conjugirten Gruppe 

(35) a-)^ -[- kbxf und umgekehrt 

IL Jedes der Gruppe (35) angehörige EleraenteD- 
paar (a^ ^^) entspricht einer bestimmten (j^harraon- 
i sehen*) Form: 
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(36) (X-a,)* + A, (A-ß,)* 
■ zu (35) conjngirten Gruppe (33), und umiiel-ehrL" 
Der Beweis flieset unmittelbar aus den früher (mit Hülfe 
ihrer conjufprteii Gruppe) behandelten Sätzen (iher eine 
biqaadratiache Form f, die wir jetzt in folgenden zusammcn- 
iefaea: 

^Soll die Form f aU Summe von zwei resp. drei Biqua- 
^teii linearer Formen X — x, X — ß (resp. X—a, X — ß, X — y) 
Itrstellbar sein, ao niUesen die ersten (reap. zweiten) nach deu 
■*ei resp. drei Elementen a, ß (y) polariairteu Differentiul- 
^otienicn von f [in ZeicLen „F^,, F„, F^, reap. F^,F^'']ver- 
hfhwiuden und umg." 

DauD erledigt sich zunächst Fall I. wie folgt. (Statt 
fa 7| Tf schreibeu wir momentan ^ , ^, <{«.) 

Soll («, p, y) ein Tripel der Gruppe (33) sein, so genügt 
■lirein Suhnittpunkttheorem 



(37) 



-.0 



Herum ewei Gleichungen der Form ; 

H^iivalent ist. Jedem Tripel x, ß, y der verlangten Art gc- 
"*■' dann ein einziger Werth |i zu und urag. 

Die Bedingungen (38) sagen aber gerade aue, das^ die 

(39) a^-\-l^h 
' ^ler Gestalt (34) (mittelst der a, ß, f) darstellbar ist. 

Damit ist Fall I bewiesen, und da man den Gang genau 
"*K»ärtB machen kann, auch die Umkehrung. 

Ganz Hlmlich Fall II. Beweisen wir hier «. B. die Um- 
*«hning zuerst, 

Greifen wir irgend ein harmonisches Quadrupel der 
'"■uppe (33) heraus, so ist dies darslellhar durch (3Ö): 
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(36) X. - (X-«/ + Äi (X-ß^)* - v^ 9 + v^ X+«', *• 
Dann aber genügen (a^ ß^) den Bedingungen (40) 



^11 ^12 ^1= 



w ^ W I 

11 ^12 ^22 



^0 ^12 + ^1 ^12 4- Vg Wi2 = d. h. der einen 

^^22+^1^22+ ^2 ^22=0 

Dies ist genau die Bedingung, dass (a^ ß^) ein Elemente 

paar der Involution (35) ist. 

Und umgekehrt wie bei Fall I. 

q. e. d. 

178. Fassen wir jetzt Fall II. noch näher in's Auge. 

Soll eine Form (33) ein harmonisches Quadrupel d^ - ar- 
stellen, so muss, anders ausgedrückt; ihre Invariante j v^ — er- 
schwinden: 

(41) j (% 9o + «*i Ti + % ^2) = ^ = ^s 
d. h. die solche Quadrupel aus der Curve B (px^ = (f^ e». ^^d». 

schneidenden Geraden umhüllen eine Curve dritter Klaoo^jr *) 
K^ (deren mit JB gemeinsame 18 Tangenten bekanntlich ^c3ie 

6 Wendetangenten von Bj dreifach gezählt, sind). 

Andrerseits durchlaufen die Punkte a (wo die a aus a^, ß^ 

gebildet sind) in der Ebene eines Normkegelschnitts und «tof 
diesen bezogen, eine Curve dritter Ordnung H^ (vom GS-e- 

schlecht 1), deren Punkten nach Früherem ein- eindeutig die- 
jenigen Sehnen der Raumcurve Hj entsprechen, die zugld^^ 

Axen der Norm- (Grund-) Curve cp sind. Dann sagt Satz x} ^ 
jetzt aus : 

X) ^Die Curven JT^ und Hg sind ein-eindeut ig 

auf einander bezogen: und zwar stellt irgend e ^^ 



*) Diese sechs Wendetangenten von B sind dann bekanntllob ax^^° 
die gemeinsamen Tangenten von K^ und demjenigen Kegelschnitt Kp des^*'^ 

Tangenten aus li aequianharmoniscbe Quadrupel ausschneiden, und 

Gleichung i (u^ ?o + **l ?i + "2 ^2) = ^ ^®*- 
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4^akdrupcl der Involution (35) einmal die Gegen- 
«ckon einoa bestimm ten Hesse-tJteiuer'scheii *) 
ViefBeitg der Curve H^ nndrerseita die Gegen- 
seiten eioes bestimmten Hesse - Steincr'Bchen 
Vierecks der Curve if^ dar," 

179. Ehe man die beiden Sütze x) in der Weise des 
Satzes Ty) anf die Ciirveu und Flücheu H überträgt, wird es 
iiöthig sein, sich Über die Natur der speciellen Gruppen (34) 
<36) (resp, ihrer H-Bilder) näher zu iufomiiren. Von der 
Jl-Curvo (36) ist eine Eigenschaft bereits im Satze ij) nieder- 
gelegt nnd früher wurde nachgewiesen, dass es nur noch eine 
luvolutjon giebt: 

(42) (i-.,) (>-p,) |(X-.,)' + k (X-p,)'| 
die mit (SC) dieselben Doppetelemeute (der Form (32)) ge- 
mein hat. 

Wir schreiben statt a, ß, i^, resp. atj, ß^ lieber**)^^ y^ y^ 
mp. y, y,. 

Dann ist zunächst leicht zu sehen, wie man von der 
Gruppe (34) zu (36) gelangt und umg. Denn die dreigliedrige 
Gruppe (34) enthült drei Involutionen der Form (36): um- 
gekehrt ist eine Involution (36) noch in einer » "-Schaar von 
Gruppen (33) entlmlten: 

(43) (k—y^)* -+- ft, (l-y^* + h^ =p(X): 
)t,) «Das Netz von Flächen zwei ter Ordnung, 
Idie durch die zur speciellen Involution (3li) g o- 
3rige Hurwitz'sche Curve (Ug^) gehen, besteht aus 

lülcht», dBSMD GegeDecken sich in der EIci«»o-6l«iner- 
sm auf der Carvs H, entapTcobeo. 

Vei'WDcbilung mit den DoppelpunktBargiimentoii (a, ß, j 

«IUI. Alt« anslogem Griindu wird di<? cubi«clio Covariiuito 

[;ubiH<.'lien Form/ an diiwor titdle 6 (uLd nicht, wie tlbtivii Q) ee- 
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den zu allen *) Gruppen (43) gehörigen Fläclien(H^jj^). 

Die entsprechenden ebenen i2-Curyen besitzen 
allezweiUndulationen (y^ y^).* 

Unter diesen Gruppen (43) befindet sich insbesondere 

eine oo ^-Schaar 

(44) (X-y J* + k^ (X-y/ + k^ (X-y/ 

d. \, aber wieder die unter (34) angegebenen. Diese mögen 
zuerst erledigt werden. 

Die entsprechenden ebenen J?-Curven besitzen drei ün- 
dulationeu; deren Tangenten je zwei Wendetangenten and 
eine Doppeltangente absorbirt haben. 

Welches sind die Argumente der einen eigentlichen Dop- 
peltangente, sowie der Doppelpunkte; welches die Com- 
binante Q? 

Wir bringen zu dem Zweck die cubische Form, deren 
Wurzeln y^, y^, y^ sind, in die canonische Form : 

Dann verschwinden im Schnittpunkttheorem von (44) 

(46) a. = 0, J, = 

alle Coefficienten, ausser: 

(47) a„=l, «,=-!, 6, = 1-, 6,= -l*') 



*) Nimmt man y^ = 0, y^ s= co ^ so gewinnt die Gleichung d 
H^-Fläche (43) die einfacho Gestalt: 

Pi2 (*o '2 - **i) + ^13 (*o '3 - 'i '2) + P23 ('l *« - •*) = ^• 
Dies ist aber gerade , wie sich weiter unten ergieht, die Gleichu 
des gemeinten Netzes. 

**) Dann wird die Gleichung der Il^-Fliiche (44) nach leichter 

nung folgende: 

(*0 - *8^ — 4 {^ ^0 *3 - *l *«/ = ^• 
Dabei ist h^ — «== die Kbene, die aus der GrundcnrTO f 
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mithin ist (0, oo ) die eigentliche Doppeltangente und 

(48) (2 .-^Xn = 2^gA 

^o A die quadratische Covariante von f ist. 

Die Argumente der Doppelpunkte findet man, wie im 
allgemeinen für eine Gruppe (33), so. Es giebt in der zu (44) 
conjugirten Gruppe (Involution) drei harmonische Quadrupel. 
Man sucht für jedes derselben das zu den beiden (zu einander 
harmonischen) Paaren, in die es sich zerlegt, zugleich har- 
monische Paar. 

Nun enthält diese Involution die Form f (45) als festen 
Faktor : 

(49) a^ ^ kb^ ~ f (X^y). 

Dann aber ist bekanntlich die Invariante j dieser Form 
(als Form der Variabein y) die cubische Covariante 6 von f. 

(50) e = y»+l. 

Schreiben wir wieder X statt y und stellen in der an- 
S^gebenen Weise die drei gesuchten Paare auf, so liefert ihr 
I^rodukt: 

(Ol) X« 4- ,jt* 1. — ^{Rf — 2 e'} wo R die Discriminante 

^^n f ißt. 

Da aber, wie man weiss, zwischen f und ihren Covarianten 
^« Beziehung herrscht: 

(52) A* - — {2 e' 4- -B f^] 
^^ hat man , wenn man die Wurzeln von 6 mit y^ y^ y^ be- 
^öichnet: 



^Pol f (46) ausschneidet nnd ^ 8^ 8^ — ^^ «^ = diejenige Fläche 

^ 7«Netxes*^ 9, die die beiden Tangenten 0, oo enthält. Daraus folgt: 
wDie H^-Fläohe (44), wo die y die Wurzeln der Form / 

^*®H, berührt diejenige Fläche des „Netzes <p", die die beiden 
^^Senten A == enthält, längs eines Kegelschnitts, dessen 
^^e aus 9 das Punktetripel / = ausschneidet." 



i 
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IXg) „Die Argumente der Doppelpunkte der ijj: 

erhält man, wenn man immer das zu {tfilfj^ (j/it/)^^^^ 

harmonische Paar aufsucht. Das Produkt der dr^ 

so gefundenen Paare liefert das zu A', in Bezug at]^^^^_{ 

das Paar (f^, 6^), vierte harmonische Sextupel. 

Die Wurzeln von A sind Wurzeln der Coiirrrir^mi' 
binante Q und sind die Argumente der ftin p ^^- n 
eigentlichen Doppeltangente." 

180. Die entsprechende H^- Fläche, sie sei H^^, berftl — 



die cubische Grundcurve cp dreimal (in y^). Solcher Fläcl^ -^n 

Hg giebt es aber nach Satz pg. 83 fünf; wodurch ist ^ Jiie 

unsrige ausgezeichnet? Diese Frage erledigt sich leicht mr:^^«^ it- 
telst des früher Nr. 155 angegebenen Verfahrens. 

Die JB-Curve besitzt drei Undulationstangenten (y^). Nin^ r^mnt 

man diese als Fundamentallinien einer quadratischen Klass- ^e==ö- 
transformation T, so geht die Curve über in eine mit Ä-^K"ei 
Spitzen (^j). Ausserdem wende man noch die drei Tr^:»c=i3s- 

formationen T au . deren Fundamentallinien sich aus zwei <5K- er 
Undulationstangenten und der einen Doppeltangente zusamnB^^^ ö- 
setzen. Vermöge ihrer geht die 22-Curve über in drei ande^ -re 
mit zwei Spitzen (y^ y^) und einer Undulation (y^. 

Dies sind dann alle fünf Typen, für die das WendepunkC^:^*- 

sextupel durch f^ dargestellt ist. 

Beiläufig sieht man daraus, dass es keine JS-Curve mz^ '^^ 
einer Spitze und zwei Undulationen giebt: , 

Für die H^-Fläche H^^^ folgt somit: 



(i)^Die einer Gruppe (44) zugehörige Fläch 



e 



*) Diese beiden Paare sind bekanntlich bei passender Anordnung d 
Wurzeln von 6, für / = 1, 2, 3 zn einander harmonisch, wie hier 
forderlich. 



ist die einzige der fUnfilieGrundcurveifaii 
den Stellen (i/^) berührenden U^-F1ächen, auf der 
keine der Tangenten (y^) liegt." 

Der Satz (|ij sugt, mit Rücksicht auf die früher (Nr. 34, 35) 
«rörtertc Conatruction der Covarianten A und 6 auf (p und mit 
fiesug auf Nr. 32, für unsere Fläche H"' Foigeudea aua: 

Man lege zuvörderst die drei Flüchen dea „Netzes cp", 
die je «wei Tangenten (y, y^) enthalten. Dann geht vom 
dritten Pnnkt {!/^) immer eine Sehne (^, y',) aua, die ganz auf 
der bez. Flüche liegt. 

Des Weiteren lege man die drei Flächen dea „Netzes f", 
'die die Sehnen (y^ y^) (y, y'^} ganz enthalten ; sie entlialten je 
ein Tangentenpaar (ot ß|) der Curve tp. 

Dann bildet die Regolachaar der drei Axen (a, p^) unsere 
Fläche H'f . 

Die drei Sehnen (i/^ y'^ liegen auf einer einzigen FIßche 

^Netzes cp' : diese enthält die Tangenten A = 0. Diese 
Tangenten berühren auch unsere Fläche II'**: die Berühruugs- 
■ehne ist die Curvenaxe A. elc. 

181. In ähnlicher Weise theiien wir noch einige Eigen- 
schaften der Ilj-Curve (36) mit. äoleher cubischer Curven, die 
<niit der Grundcurve if die beiden Punkte, Ebenen, Taugenten 
p, oo ) gemein haben, gicbt es noch eine od *-Schaar: 

P*o = ^0 H-'j P*i = 3 i, |i* "kf ps„ ■:=h k^^ ).*, pSj = Aj X'. 

In der That zKhIt man leidit die zehn Bedingungen ab, 
die die gewünschte Lage für eine cubiscbe Curve (die von 
I! Constanten abhängt) erfordert. 

Aber auch die Form (53) iat evident , denn nach Voraus- 
Mtsung inuss die rechte Seite von s^ den Faktor (i dreimal, 
von 8^ den Faktor |i. zweimal, X einmal enthalten etc. 
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Will man sich überzeugen; dass die 4 homogenen Grössen 
Iz in der That nur zwei *) unabhängige repräsentiren y so stelle 
man das Flächennetz der Curve (53) auf: 

(54) V, (3 5, ., - *|^» *|) 4- V, (9*,., -^•5.*,) 

k k 

4- V C3 5 5 --52) = — V O -4- V -4- V O . 

•^ ^2 v^ ^1 3 1.2 2^ — ^ ^0 ^0 »^ 1 ^1 »^ ^2 ^2 

2 
Dann sind die Parameter der drei constituirenden Flächen 

<D durch die Relation verbunden : 



rifc. k 



k. kA (k k. 



<'^' {^1 ( V 1 - k 4 = "• 

q. e. d. 
Stellt man andrerseits die zur Involution 

(56) X* + X |i* = 

gehörige H^-Curve auf (mittelst des Schnittpunkttheorems von 

(56)), so ergiebt sich ohne Mühe : 

(57) ps^ = |x', ps^ = — |x' X, ps^ = |xX*, pSj = — X', 

deren Flächennetz somit ist: 

(58) 7u^ {s^ s^ - sfj + Tc^ (5, 53 — s^ s^) + TCg (5,53-^ = 

Unter den Flächen dieses Netzes befindet sich eine auir 
gezeichnete : 

(59) 5q 5j — s^s^zzz oder in Ebenencoordinaten: 

(60) u^ M3 — u^ u^ = 0. 

Denn diese ist die einzige der Flächen (58), die zuglei 
der Grundcurve 9 umbeschrieben ist. Andrerseits ist dies 
der Gruppe : 

(61)X* + x^pL* + x,XV' 
zugehörige H^-Fläche (cf. Satz (i^), denn dann verschwind 



*) Darauf war schon in der anm. pg. 44 hingewiesen. Den aUgemeitie» 
Satz (cf. 1. c.) beweist man ganz wie oben. 
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Iiti iler pg, 291) unni. augegebenen Gleicbung ■ 
damit Pjj uikI p,^^, wodurch sie in (59) übergeht. 
AIho bat man zuniichst: 
|i,) ,l>cr zur Bpeziollcn Involution 
(X - -/,)' + X (X - j// 
38 M gehörigen llg-tJurve Hj' ist eine auagezeichn(,lp 
i^ 1 üche zweiter Ordnung (59, 60) eiiibeechrieben, 
" ■ ^ zugleich der Grundcurve f umboscbricben 
i « t , und die Tangenten (i/^, j/^) enthiilt*). Diese 
*■ «» -«spricbt der Gruppe (61) d. h, setzt mau aus 
• *~ Ä*end zwei zw (y,, y^) harmonischen Paaren ein 
^^^^ *^adrupel susammen, so liefert dies ein der 
^^P^ 1 £cb» (59) ein- und cp umscLriebeiies Tetraeder." 
^^K 182. I>iese Fläche erfreut sich noch einer wetteren in- 

^^^^**^5»8anten Eigenschaft. 

^1^ Es giebt noch eine oc'-Scbaar von Curven (53), die auf 

^^****~ liegen: dieae ist, wie die Vergleichung von (59) mit (54) 



^^■*»1, durcb die Bedingung festgelegt 

(62) Ük^\~ A„ /■, = 0. 

Jede dieser Curven besitzt nnendlich viele Sehnen, die 
^'■l^lclch Axen von tf sind, ohne eine H^-Curve su sein 
^^ ^'^i. dagegen für den allgemeinen Fall Nr. 133). 

Umgekehrt liiast sich aber auch zeigen, dass wenn eine 
^-»a»¥e (53) auch nur eine der auf der Flftche (59) liegenden 
"^^teii von tp einmal triflt, sie zu der durch {(J2) bestinimteo 
^^fcaar gebort. 



*i UdiI recipruk iiiiKIrlicb 
■^»IfBoiohDOte KlUohe 

fl». *j — 'i 'k '^ " odor: u^ 
*■*- oad dar Cutta f einbcBohrlulieii. 
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(64) 



302 ^« Reye*fehe ApoUritIt mid die Ko i mc m T e a. 

Denn irgend zwei Ebenen von f (A^, X^ treffen eine 
Curve (53) in den Tripeln: 

k^ Xf — 3 *j X? X + 3 ig \ X* — ij X' = 

k^ X? — 3 *^ X| X + 8 t^ X^ X* — i, X' = 0. 
Soll nun die Axe (X^ XJ auf der Fläche (60) li^en, 
ist Xj -f Xj = d. h. Xj = — X^ = a: und (63) geht über 

k^ x' — 3 *^ a^X + 3 l'^ xX^ — tj X' = 

l'o x^-^Sk^a^X^S k, xX^ + *3 X' = 0. 

Daher haben die Wurzeln der ersten Gleichung <:3ie 
negativen Werthe von denen der zweiten. Haben somit iF%r 
ii^end einen Werth von x beide Gleichungen eine Wur-:^sel 
gemein^ so auch eine zweite. 

Die B^zoufsche Resultante (cf. Nr. 12) wird in di^B^m 
Falle : 

(65) -Sk^k^x'{k^k^-9k^h;iK 

Das Verschwinden der ersten drei Faktoren (statt ^ 

würde es homogen heissen : a? x'^) bedeutet nur, dass alle 
Curven (53) mit (57) die beiden Tangenten 0, od gemein 
haben; das des letzten Faktors beweist die aufgestellte Be* 
hauptung. 

183. Es erübrigt noch zu zeigen ^ dass unter allen 
Curven (53) die in Rede stehende (57) in der That die einzige 
H -Curve ist. Aber dies ist evident: denn da jede Curve 

(53) mit unserer Hg-Curve die Ebenen, Taugenten und Punkte 

(0, od) gemein hat, so folgt aus der bekannten Beziehung zwischen 
cp und einer Hg-Curve, dass für eine zweite Hg-Curve jedenfalls 

das Element mit dem dreifachen Elemente und das Element 
00 mit dem dreifachen Elemente oc zwei Quadrupel der za- 
gehörigen Involution bildet. Dies ist aber nur die Invola- 

tion (56). 

Und da jedes Quadrupel (56) sich in zwei za einander 



Die RofB'solie Apol 



303 
! beide zum Paar oo Larmo- 



tmrmoiiiache Paare zerlogt, 
niscli sind, so folgt : 

(1^ „Unter iillen Cnrven des Syateiiia (53) ist 
die Curve H^* die eliisige n^-Curve, wfilirend es 
noch eine -»'-öchatir des Systems giebt, die uii- 
«ndlicb viele Sehnen besitzen, die zugleicli 
Axen von qp sind, und die alle mit H^' auf der 
Flüche (50) liegen. Auf dieser lassen sich die 
Geraden der einen Subaar, der die Tangenten 
(0, cc)TOn^ angehören, in Pjiaren einer (gewöhn- 
liehen) Involution anordnen, deren Doppelele- 
nentejene Tangenten sind. 

JedoB dieser Paare bildet zweiGegenkanten 
• ines (p um- und H^' ein beschriebenen Tetraeders, 
vud umgekehrt besitzte In jedes solches Tetra- 
eder ein Paar Gegenkanlen, das anf der Fläche 
liegt und ein Paar der Involution bildet." 

184. Irgend eiue Grundcurve (f und eine Hg -Curve 
id projektivisch aufeinander bezogen. Denn jedem Punkte 
von H, entspricht die eine Ebene von tp, die Gegeuobeno des 
Ton ihm ausgehenden, H^ ein- und ip nmboachriebeneu Tetra- 
eders ist und umgekehrt. 

p,J »FDr die canonische Oleichungaform (57) 
von H^' ist diese projcktivischo Beziehung zwischen 
Hj' und (f einfach durch 

(6B) y = J 

tusgcdrllckt." 

In der That, durch die angegebene Substitution ent- 
tprechen sich zunüchst Punkt (oo ) von 11^ uud Ebene ( oi) 
rfuiojf. Würde noch etwa dem Paukt 1 von Ü, aucb die 
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Ebene 1 von 9 entsprechen, so kann die projektivische 
Ziehung zwischen beiden Curven nur die Form (66) haben. 

Nun bildet das Argument X = 1, mit dem Tripel ( — ~i 

-f- i) ein Quadrupel der Involution (56). Vom Punkte 1 ^^^ -^f 
Hjj geht aber an 9 das Ebenentripel : 

(67) X" + X** + X + 1 = - (X* + 1) (X + 1) 
mithin ist 1 die Gegenebene (auf 9) des vom Punkte 1 (auf Ml ^^*) 
ausgehenden Tetraeders *). 

q, e, d. 

184. Nach diesen Erörterungen über die Curven ~^Mz^l^ 

und Flächen H ,^ und ihren Zusammenhang können wir 
Sätze h) geometrisch so aussprechen : 

v) „Man denke sich auf einer cubischen Ba 
curve^; derenEbenen man als Elemente auffa^ st^ 
eine biquadratische Involution nebst ihrer a o n- 
jugirten (dreigliedrigen) Gruppe gegeben. 

Dann sind die Quadrupel der Involution d klar- 
gestellt durch Qo^ 9 um- undeiner Hnrwitz'scli ^0 
Curve Hg ein-; desgleichen die Quadrupel der 

conjugirten Gruppe durch oo cp um- und ein «r 
Fläche H^ einbeschriebene Tetraeder. 

JedeKante eines der ersteren Tetraeder! ^^ 
zugleich Axe von 9 und Sehne von Hg und repf ^* 
sentirt ein Ele menten paar (a;^^:^) der Involutio '^^ 

*) Denkt man sich alsu auf der Curve H^^ die SubstitutloB (66) 
führt, 80 geht ihre Gleichung (wenn man wieder X für X' setzt) über i 

P«o = ^^» P*i = ~ ^^ P*2 = ^» P'3 = — 1- 
Die Curve H^^ ist also in Bezug auf das Normtetraeder (0, od) (cf. Nr. 8^ . 



zur Curve 9 vollkommen dualistisch. Zugleich bedingt die projektiviscl^^^^^^^i 
Beziehung beider Curven (X = X) eine räumliche reciproke Yerwaac 
Schaft, in der jedem Punkt (X^ X^ Xg) die Ebene (X^ X^ Xg) entspricht. 
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der Eckpunkt eiQea iler letzteren Tctrii- 
•H«p, d. i, jeder Punkt der FISche H^ repräaentirt 
ein ElemeuteDtripe] (j!/i. .'/^i '^3! der coujugirten 
ßrnppe. 

Dann trifft die diirc-h ein T r i p e 1 (i/,, .'O ?/,,) bc- 
siimmte spczie II e Fläche H'*' die Curve 11^ in 
■ ccba solchen Punkten, dass vier von ihnen die 
iKcken eines 9 umbeschriebenen Tetraeders sind. 
I .Und die durch ein Paar {x , x^ b e a t i m tu t e 
pposinlle Curve Hj* trifft die FUche H, gleich- 
r« IIa in secbs solchen Punkten." 

naniit verlangen wir die bi quadratische Involution nla 
f^p rasen tau tin desSchnittpirnkttheoreme der rationalen ebenen 
«»■ven vierter Ordnung und beenden diesen Abschnitt und 
^■»it das Eweite Oiipitel dieses Buches mit der volistttudigt^n 
■'auiig iJur in den Uauptzllgeu schon behandelten Aufgabe 
'^ Anzahl und Natur der biquadratiechen Involutionen mit 
*="») gemeinsamen Uoppeletementen resp, KtemeutcnpaarcQ 
ei-grlludcu, sowie mit der Folgerung der wiubtigen fiiitzß, 
stcb daraus fUr die Theorie der cubischen Huuincurven 
B^l'haupl von selbst ergeben. 

g. 29. 

[ Hiflf Iuvolution«n vierter Ordnuug mit sachs gemeinsamen 

Doppelelementen. 

185. in Nr. 150 wurde der Satz bewiesen : 
„Ist (e, tj) das Argumcntenpanr einer Doppellaiigenie 
f fi'^ so nimmt ihr Weudepunktsextupel J (d. i. eine 
Rieine binfire Form sechsten Grades) durch die Öub- 
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eine Form an, in der die Coeffici enteil ton J.'* und X' 
Bchwunden Bind," 

Mithin niusate umgekehrt das Problem^ die Doppelt 
genten der 7f-Curveu mit geraeinsamem Sextopel •/ (uud dami 
auch das andere, die veracbtedeuen biquadratischen Inv< 
tionen mit gemeinsamer Funktionaldeterminaute J) au 
stellen, in dem allgemeineren enthalten sein, die Subetitutiooei 
(1) KU finden, die eine binäre Form sechsten Grades in dit 
angegebene Gestalt überführen. 

Es fragt sich aber jetzt, ob umgekehrt jede dieser' 
Subatitiitionen auf eine Üoppeltangente einer fi* mit iea 
Wendepunkten J fUbrt, oder ob es noch weitere Siibstitu-. 
tionen giebt, die dieser Frage fremd sind. Dies soll vorent. 
urledigi werden. 

War das Hchnittpunkttheorem einer R^ 

(2) a^ = 0, h^ = 0, 
al»o die luvohttion der Schnittpunktformen; 

(3) ax+kbx =0 
ao war das öextupel der Wendepunkte der Curve (2) (der 
Doppelelemente der Involution (3)): 

Wir denken uns die Substitution (1), wo e, 7j einer Dop- 
poltangcute der Curve (2) angehören, ausgeführt und dann 
wieder X (homogen X, (i) statt X' geschrieben. 

Uaim verschwinden «„, b„, und somit 

(ö) P„ = 0. Pu = »• 

tSi'hen wir uingtikebrt von diesen Bedlngtmgen aus, so 
verfahren wir wie in Nr. 66. 

Die Gleichungen (5) haben entweder mr Folge, das«: 
(l)o) flj = fr^ ^ und damit auch p^^ ^ p^^O, oder Jw 
{6b) p„ = 0. 

Im enton Falle ist in der That (c, rj) eine Doppellaogentc 



Dia Keye'sohö Api>lnritHl und die Normciirven. 307 

der Curve (2), von der wir ausgingen, im zwmteu aclieint 

«iiie fremde Lüsu Dg vorzuliegen. Welche? 

I>ie Gleiuliungen (ü) (Gb) sind ersetzbar durch : 

(7) a^ -f- k'b^ = 0, 0,-1- k'b^ =0,a^-\- k'b^ = 

wo k' einen lieatimmten, wenn auch noch unbekaunteti Faktor 

Toratellt, Dann hat das Quadrupel a^ -\- k'bj^ die Ftirm: 

(ö) Ol + k-h^ X[i (X' + k" ji*) = 0. 

(Denken wir uns für den Moment k" variabel, bo Btelite 
(8} genau diejenige (einzige) Involution dar, die mit X* -|- »i[i* 
die gleichen Doppelclemente (X', fi' d. h. 0^, oc^) gemein hat.) 
Uitbiu iet (e tj) in diesem Fall ein Paar, das mit einem zu 
ihm harmonischen ein Quadrupel der Involution (3) bildet. 
Nach Früherem giebt ea drei Quadrupel der Involution (3), 
die aus swei solchen Paaren bestehen ; das zu beiden Paaren 
tugleich harinoniscbe ergiebt jedesmal einen Doppelpunkt («,ß,) 
der Curve (2). 

Demnach giebt es, wenn man von der Curve (2) ausgebt, 
^ninal 4 Worthepaare e^ ij^ oraler Art (den Doppeltangenten 
»ngehörig), die die vorgelegte Aufgabe (der canonischeu Form 
Ton 7) lösen: dann aber noch 3.2=6 weitere Paare zweiter 
Art Sj Tjj, die drei barmonischo Quadrupel der Involution (3) 
bilden. Diese 6 Paare stehen aber nach Nr. 152 in sehr ein- 
fachem Zusammen bang. 

Wurde nemlich die Involution (3) auf einem Eegelschnitt 
f darcb ein cp stützendes KegelBchnittbüschel D auageschnitten, 
lodasa die Grundpunkte des letzteren ein Polviereck von ^ 
bildeten, so repräaentirten auf cp bezogen diese 4 Eckpunkte 
die 4 Wertbepaare (e^ rj^) erster Art und die 3 . 2 Seiienpuare 
d« Vierecks die 3 . 2 Paare zweiter Art d. h. diese sechs letzteren 
Paare (£>j,) sind die Funktionaldeterminanten der vitjr ersteren. 
£Uie Dop{ielpuukte der Curve (2) waren dann durch die Scken 
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des Polardreiecks des Büschels vorgestellt.) Biese 10 Paare 
bildeten eineD Cyelaa von fünf Quadrupeln (ind«m jedes 
Element £ doppelt auftrat), so dass jedes dieser Quadrupel 
mit dem Hesteextupel in der oben aiigegebeiien Weise je 
einer der fUot' Ü-Curven angeboren, aus der die vier Übrigen 
durch vier Kinasen tratiBtormatioDeu T^ hervorgingen, deren 
Fundameutallinien je drei der vier Doppeltangenten waren. 

Legt man die Schaar von Kegelschnitten, die dem Doppel- 
tangeuten vierseit einbescbrieben sind, so bat diese mit der 
vorliegenden iE-Curve die zu ihr gehörige (Tangenten) In 
volution (3") gemein. Die 3 . 2 Tangenten paare von den Gegen- 
ecken des YierseitB an die Curve bilden die 3 . 3 Paare £, tj der 
zweiten Art (e^ 17^). 

Betrachtet man eines dieser sechs Paare zweiter Art als 
die Doppelelemente einer (gewöhnlichen) Involution auf der 
Ä-Curve, so umhüllen die Geraden, die die Punktepaare der In- - 
volntion ans R ausschneiden, nach Nr. 165 eine rationale Curvej 
dritter Ctasse, deren eine Doppeltaugente gerade die beidec:^ 4 
Punktepaare der Involution ausschneidet, die auf gerader Liui^J 
liegen. Sü gelaugt man zu 6 rationalen (Kurven dritter Cliu 
deren (i Doppeltangenten somit gerade die 6 Quadrupt^ « 
ausschneiden, die sich in zwei zu einander harmonischu Paarte j^ 
zerlegen, so daas das zu ihnen zugleich harmonische Paa^—at 
ein Paar (e ij) der zweiten Art ist. Nennen wir diese die ß 
Doppeltangenten (e^ )] ), so haben wir, alles zusammengefus^^st. 
Folgendes : 

a) „Es giebt mindestens pidCHCyclus von ieT»n 
Substitutionen (l), die eine allgemeine biuä, . 
Form sechsten Grades in die canoniscbe Für 
(5) überführen. Die zugehörigen Werthepaar, 
(Ej ijj) bilden »» der Tkat (doppelt gezählt) die .0 
D oppcltaiigeutenquadrupel von fünf durcli ^bv 
Trans formationsproceas T^cycliach verbundfnou 
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Curven R mit demeelben (gegebenen) Wende- 
punk taaextupel. 

FUr jede einzelne der fUnf Curven R zer- 
legen sich die 10 Paare (e T)) in vier erster Art (e^ ijj 
{die DoppeUangenten(argunieDteii)paare) und sechs 
Bweiter Art (e^ \), die 3.2 Tangentenpaare, die 
Ton den Gegenecken des Doppel tangentenvier- 
Bsits an die Curve gehen. 

Diese sechs Paare zweiter Art bilden zugleich 
die Lösnng der Aufgabe, „für die vorliegende 
Cnrve R die Argumente der Doppelpunkte zu 
finden". Man erhält sie, weun man die zu den 
drei „Paarpaaren" harmonischen Paare sucht. 

Fasst man die sechs Paare zweiter Art (e, i],), 
jedes als die Doppelelemente einer Involntion 
weiter Ordnung auf, so gicbt es für jede eine 
Gerade der Ebene, die zwei Punktepaare der In- 
volution aus R auaschneiilet. Diese sechs Ge- 
■den (die Doppeltangenteu (c^ ijg) von sechs be- 
timmtenCurven dritter Klasse) umbuUun nebst 
den sechs Wend etangeuten eine bestimmte Curve 
ritter Klasse, deren Tangenten aus R die har- 
lUDiBchen Quadrupel ausschneiden." 

186, Dass es aber in Wirklichkeit nur einen aolchen 
Bobstituttoneocjclus (1) giebt, läsat sich z. B. (abgeselien von 
weiteren Bestätigungen) mittelst einer direkten Methode nach- 
ireisen, die auch die Zehnzahl oliue Weiteres erscheinen lä«st 
Und mit gleichem Erfolge auf die allgemeine Aufgabe (fUr 
•ine Form h*" Grades die Substitutionen (1) zu finden, ver- 
iBöge deren die Coefficientcn von X""' und V verschwinden) 
iDwenden lässt. 

Geht eine g^ebene Form 

fiQ f = 0? = o. A' -t- 6 a. 3i* 4- ■ ■ . ■ 6 a, X + 0. 




verroöge der Snbfftittitioii 
(10) i- = 

über {pach MuItipUcatioi) mit (X' — I)*} b eine solche Form 
von X', dus die CoefScieoten ron ^ nad X' rerechnindeii, so 
liefert die Taylor'sche Entwicklung di« beiden Bedingungen 
(cur Bestimmnng vod a, ßj : 

(U) E - Vii = 0, H = o^ = 0. 
Statt dieser wählen wir irgenj zwei d%r fUaf lineareiKr 
CombinatJonen beider : 

(12) E- H=0, Etj - He = 0, Eij'— He* = 0, . . . Et3*-He'=(» 
z. B, *) die erste nnd letzte, die entwickelt nach Weglassunj j 



(13) 



des Faktors (e — tj) laaten (-- = e -f- li 

(a, a, CT, (<jj — 2 Oj, o,) + a, (dj — 4 o« aj + 2 oj 

/_j_ 5 a^ oS o„ -1- 10o3'3ja»-l-I0n^3jOj + 4a,a* -E — H 
1+ . 4- . + . +4a,oJ. -_E»)*— Hs*= 

wo die zweite aus der ersten durch ^leiolizeitige Vertanscha 
von o mit a^_^ und o^ mit o^ hervorgeht. 

Die gemeinaamen Lösungen von (11) Bind auch in ^^eo 
gemeinsamen Losungen von (13) enthalten, umgekehrt ».her 
enthä]t(13)iioch fremde Lösungen, die durch Verflchwindcn voo 

(14) 1 , J = {t-ri) (E + r;) (e* + .3*) -. 



•) Die Entnicklung gilt TQr irgi-ud Qin Pn«r dnr Bedinguugni (Hl 
in giuiz analoger WeisB. Dann ti'eten ■!« rremde LOsimgcn nueli «> 
WerlliB t {reap. jj) := 0, on auf, dtnen Schnitt puuklo der boiitglioi» 
Ciirren (18) mit den Qcradvn a^ =^ 0, 7^ ^ U enliprecben. Di« « 
den rUnf Curren (13) line*r lUBaniniengeBetztfl SL'haar ist dann keiM **- 1 
dero, »la dio game <d* durch die lebn Punkte (t, ij) gchenile SeiwB 
von Ciirven vkiter Ordniii! 
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entstehen, wo aber der erste Faktor aciiou bedeutungaloB ge- 
worden ist, da er in (13) weggelassen wurde. 

Die beiden andern Faktoren führen, wie leicht zu zeigen, 
sn 2 + 4 =: ß fremden LöBungeii. Bezogen auf irgend einen 
NormkegelBchnitt , stellen die Gleichungen (13) zwei Curven 
vierter Ordnung dar, mit je einem Doppolpunkte in resp. 
{o^ = 0, o, =: und o, = 0, o, = 0). Die Tangenten in 
diesen sind resp. 
(lÖ) o^ = 0, a„o,H- 2 o, o„ = 0; und a^ = 0, o^ a, -|- 2 a^ o^=0. 

Daher treffen sich die Curven (13) auf der Geraden 
« -|- T) ^ Oj ^ in einem Punktepaar 

(16) a, <^ — a^ oj = 0. 

Dies sind die dem Faktor (e -\- r^) in (14) zugehörigen 
fremden Lösungen. Die für den zweiten 

(17) e^ + rja = aj — 2 o^ o, = 

erhält man durch den Schnitt dieses Kegelschnitts, der den 

Mormkegelachnitt in den Punkten a|j=0,(jj=Ü und a|=0,O|=0 

berührt, mit den Curven (13). Setzt man z. B. in die erste 

aj 
oen Werth (17): a„ ^ t^ — ein, so kommt: 
^ ' * 2 o^ 

(H*)oJ(a, o^+öajjtijoy + in «^ oj a|;+ lOo^ a, oJ-|-4oj. aj) =0, 
d. i, die erste Cnrve (13) hat nicht nur, wie (15) zeigt, in 
dem Doppelpunkt a,, ^ i ', Oj ^0, der ja ein Punkt des Norm- 
kegolaclinitts ist, dessen Tangente (o,^ ^0) als die eine Doppel- 
punktstangente, sondern oscuürt auch noch den Kegelschnitt 
(IT) in ihm. 

Das Entsprechende gilt fUr die zweite Curve (13) und 
ihren Doppelpunkt. Demnach schneiden sich beide Curven 
(13) nur noch in vier Punkten auf dem Kegelschnitt (17). 

p) ,Dieübrigeu 10 = 16—6 Schnittpunkte des 
Caryppasrafl (13) mUasen somit die Werthopaare 
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(6; 7]) liefern; die die gestellte Frage lösen. Diese 
bilden dann gerade den Cyclus des Satzes a)' *). 

§. 30. 

Die biquadratischen Involntioneii mit sedhs gemeinsamen 

Elementenpaaren. 

187. Man verdankt Cremona^^) die drei Sätze: 
Y) ^I. Zwei cubische Raumeurven haben im 
Allgemeinen jsfehn gemeinsame Axen (Sehnen). 

*) Dio zehn Werthepaare (c, v]), die die Anfgabe lomit lOsen, wi 

die vier Argiiinentenpaare 4*1 ^^^ Doppeltangenten einer jBJ (mit 

Wendepunkton J s=z 0) nebst iliren sechs bez. Fanktionaldeterminanten ^^ 

Diese letzteren bildeten drei (harmonische) Quadrupel der Inyoluti 
a, = 0, 6, = 0. 

War diese Involution auf dem Normkegelschnitt N^ dargestellt, e&< 

reprllsontirteu ihre Elcmentenpaare die Punkle einer H^-Cnnre, die 

y^ dos Sextupel J ausschnitt. 

Andererseits bildeten nach Nr. 152 (nur dass wir uns jetzt dnalisti^^^csh 
ausdrücken die vier Geraden, die aus N^ die Paare ^^i auaschneiden (i j ^jd 

deren Schnittpunkten also die Tangentenpaare ^^^ an N^j gehen) ein P ^c» /- 

viorseit von N^. Da aber seine G^eneckenpaare drei Quadrupel 

Involution bilden, so ist dies Polvierseit der Hg-CnrTe ein 

schrieben: somit ist die letztere (cf. Nr. 148) in der Form A a 

stellbar: 

m, 

wo dio />! = die Seiten des Polvierscils sind. 

^Mithin ist eine Form sechsten Grades J auf fünf be- 
stimmte Weisen in der F.»rm 

"*. -^S -^3 *4 - ? J 

darstellbar, wo die ^ die fünf Quadrupel bilden, in die sicli 
dio zehn Werthepaare «. T^ (doppelt gezählt) anordnen.* 

{Jedem Quadrupel gehört eine l>cstimmte Gruppe der Constanten «j m.) 
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n. Jede derselben besitzt im Allgemeinen 
"ecAsAxen (Sehnen), die Sehnen (Axen) der an- 
I liem sind. 

m. Eh giebt im Allgemeinen sechs cubische 
Curven, die sechs beliebige Raumgerade zu Äxen 
I (>> eh nen) haben." 

Diese Sätze emiöglicheu in Verbindung mit der Tlieorie 
(der Hurwitz'&chen Curven H^ eine höchst fruchtbare Behand- 
BOg unserer Involutionen (spec, der Titeifrage) auf cubischen 
»oni curven. 

Diese stellt sich dann so: 

Wieviel Curven H^ giobt es, die sechs be- 
pebig gewühlte Axen der gegebenen cubischen 
purve rp zu Sehnen haben? 

Diese Frage ist offenbar eine Verallgemeinerung der im 
**'">i5en §. behandelten, auf die man wieder zurückgeführt 
*'rd, wenn man die secha Axen von 9 zu Taugenten 
_*erdeD lliBst. 

Dann giebt es nach (y III) sechs cubische Curven, die 
■«O Tangeulen zu Kehnen haben; eine von ihnen ist aber 
^clitlich tf selbst. Daher zeigen die Ergeboisse des vorigen 
■ »auächst: 

J)„Die fünf cubischen Curven, die sechs be- 
lobige Tangenten ui der gegebenen, cp, zn Sehnen 
l'^faen, sind identisch mit den fünf CurvenH^ des 
"*tzea (pg, 211), deren zugehörige Involutionen 
B*>ejenigen sind, die die Doppelelemente w ge- 
■* eiu haben. 

Für jede der Curven H^und tp gilt dann Satz 



[Anoli diown Rati Hndol m«n l>el H. Brtll (Matli. Ann. XX pg. Hbb), 
^*nn iiirh guii auilsre boiriesoD, wie iah nMliIrSgliali su hviruirktn b»bs, 
nwr ISSa.) 
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rdnicht mehr, da es nnendüch viele Äxen vou 
f giebt, die Sefanen von H^ siod."^ 

LHe näheren Beziehungen zwischen diesen Carven ergeben 
sich sofort mit Hülfe der uns schon bekannten InvoludoDS- 
sätze und des Satzes yl: sie Hieesen aber ale specielle Fülle 
aus der Configurabon , die die atigemeinere (Titel-)Frage nach 
täch lieben wird. 

188. Zunächst giebt es wieder sechs cubische Gurren F. 
die sechs beliebige Axen (u^ v^ von ^ zu »Sehnen haben. Voa 
diesen muse mindestens eine den Sntz y II befriedigei:? 
Dann nach Satz y III kann man sich die Curve <f entstand^ 
denken, als eine von denen, die sechs ganz beliebige Raui^ 
gerade zu Axen (ii^ v^) haben. Würde es dann für jede Cur^ 
r nnendtich viele Sehnen geben, die Axen von cp wib-en, 
wäre Satz y II anmöglich •). 

Audrerseits giebt es aber, wie wir wiaaeu (cf, pg. 3CI; 
mindestens ftlnf Involutionen mit sechs gemeinsamen VZI^ 
mente n paaren , also giebt es unreine Curve F, die den 8 -^ 
yU befolgt, während die Ulvrigen fünf H^-Curven »nd, De^b 
aber gebt aus dem „Pentaedersatze" pg. 247 nunmehr 
folgende hervor: 

e)I. „Von den sechs cubisehen Curveu T, die ae^^ 
beliebige Axen der Curve tp zu Seimen haben, s^mj 
immer fünf H^-Curven, Je zwei derselben haben n «3c 
drei, je drei noch eine Sehne gemein, die zugl^'C 
Axen von 9 sind. Diese stellen die Restelemcn^eu- 
paare dar, die je zwei resp. drei der fUnf >a|re- 
hörigen Involntionen Doch gemein haben. 



■) Id geDso denelbcn Weise «chliesM man, i»»i tär je iwel li 
fflnf Hj-Cnrron oder »uch jo irrä der uxia OarroD a (of. Nr. 181 ■ ^ 
1^1 gcIlOD DiaM. DcDD man gehe umgekehrt tdd twei Cnrrui di 
Salses 1 I aus, greife aus den aehn gemtünsamen Axen sacba henni «ml 
TcrfiJirB dann, wio im Teile, 




II. Stehen zwei cii bische Ciirven in der Bc- 
■iebangrdasB es unendlich viele Sehnen der einen 
bt, die zugleich Azen der andern sind, so Ist 
se ßeaiehung auch eine Hurwitz'aohe, d. h. 
liese Geraden ordnen sich an als die Gegen- 
ten von nnendlit;h vielen der ersteu C'nrve 
nnd der zweiten umbeHcliri ebenen Tetrne dern," 
Za Satz [ ist zu bemerken, dass in der That die drei 
Sehnen, die je zweien der fünf Curven H^ noch gemein sind 
luid zugleich Axen von 5p sind) mit der vierten (die zugleich 
^hne der sechsten Curve F iat cf, unten) und mit den ureprüng- 
ihen sechs Axen von cp die zehn iSehuen bilden, die mich 
iatz y I beiden Curven gemein aein müssen. 

Sntz II gilt, weil man von den vorausgesetzten unend- 
ich vielen Axen von tp (die Sehnen der zweiten Curve sind) 
rgeod sechs herausgreifen und auf diese den Satz 1 an- 
nnden kann. 

18'J. Wir vervollBtiindigen jetzt unsere Figur dadurch, 
wir noch die fünf weiteren Ciirven legen, die unsere sechs 
ftxen von cp gleichfalls zu Axen haben. Nennen wir alle diese 
Curven a^, dagegen jene, die sie zu Sehnen haben, «j 
^•= 1,2, ..6), so haben wir eine Configuration von 2 .G 
ibischen Curven , die der bekannten einer Üoppelsechs einer 
^ISohe dritter Ordnung analog ist. Gerade wie da jeder Ge- 
■den der einen Sechs eine einzige der andern entspricht und 
tng. (die zu ihr windschief ist, während sie die fünf andern 
tiSt), BO folgt hier unmittelbar aus Satz e I: 

I^), Die beiden Sechsen von Curven Oj, a, (t^ 1 ..G), 
io sechs beliebige Raumgerade (/ zu Sehnen 
esp, Axen haben, stehen indem eigen tbUmlicheu 
erfaültniss, dass jede Curve u, einer bestimmten 
3urvea| (denen daher der gleiche Iudex beigelegt 
rird) U. umg. eindeutig eutspricht, so, dass die 
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sechs Geraden g die eineigen sind, die Sehnen 
von a^ und Axen von a^ sind. 

Dagegen stehenjezweiCarvena^, cl^ C*^*) ^" 

der Hurwitz 'sehen Beziehung; d. h. es giebt ausser 
den Geraden g noch unendlich viele Sehnen von 
ttj, die Axen von cl^ sind.* 

Daher erweitert sich mit Hülfe des Satzes y I der Satz e I 
zu folgendem; der die sechs Curven a^ (a^) ganz gleichmässig 

behandelt: 

7]) ^Die sechs cubischen Curven a^ (die sech 

beliebige Gerade g zu Sehnen haben) besitze 
ausser diesen nochzuje zweien vier gemeinsam 




Sehnen; also im Ganzen 



6.6 
1.2 



. 4 = 60. 



Diese reduciren sich aberanf20; dajede vo 
ihnen gemeinsame Sehne s^^ von drei derCurve 

a^^aj^^a^ ist (also dreimal auftritt). 

Diese 20 Linien sind zugleich die entspree 
enden 20 weiteren Axen avonje dreien der Curv 
a^ (die die Geraden g zu Axen haben) und zwar i^ ^ 

immer 

^iki = ^mnp (*^ *' ^^ m,n,p = 1, 2, 3, 4, 6, 6). 

Desgleichen sind die vier Sehnen^ die je drei ^jd 
der Curven a gemein sind: 



^ikl ^ftm ^ilm ^khn 



nebst den 6 Geraden g die 10 gemeinsamen Axen der 



beiden Curven a a . 

n p 



Die sechs Geraden, die je vier der sechs Curvena 



«. «k «I «m 



mit einer der beiden übrigen a zu gemeinsamen 
Sehnen haben, ordnen sich in drei Paare 



> Aputurimt und dia Nurnici 



nkaiiteu dreier Tetraed 



um beschriebe 



Desgleichen gelten die reciproken SJitze (iiidi 
i> mit den 
■ITexaeder^ 



[ vertaiiaclit), s 
urz Bo formulir 



mau den Satz r^ als 



)J,} „Die beide 



I in Be 



getneiDsitme 



uppii 



e Ecke 

ckB, 



p. Eb 



lexaeders resp. HechseckB, wo das letztere t 
T ateren um- (und damit daaerstore dem letzteren 
o» n) beBchrieben iat' 

190. Andrerseits waren (Nr. 155) fünf Involutionen mit 
"®*^fci gemeinsamen Elementenpaaren (»j v^) dargestellt durch 
•■»O vior Strahl- und das KcgelHchnittbUschel (D^, D) von vier 
'*^**Ppolpunkten einer rationalen ebenen Curve sechsler Ord- 
■lg /ij mit den sechs weiteren Doppelpunkten («^ U^), und 
^^^'«ir schneiden diese fünf Büschel die Involutionen ans der 
^^Orvo auB. 

Weiter unten wird gezeigt, dass umgekehrt die sechs Ar- 
^^•tnenten paare a, «^ ftlr die Curve ganz beliebig ange- 
****»nmen werden dürfen, dann aber alle Übrigen Singultirttäten- 
^''^uiaante bestimmt aind. 

Dann sind aber gerade die Argumentenpiiare (e^ tj^) der 
^«r Doppelpunkte D^ aolche vier Elomcntenpaare, die je dreien 
***n irgend vier der fünf in Rede stehenden Invotutioneii 
^^tDciu sind: mithin folgt daraus und aus ^aXz y^): 

%) r,X)it> zehn Argumeutenpaare der Doppel- 

{* unkte einer ü^ stehen in dereelben Beziehung 

Li^«l«ta»nd«r, wi« die zehn Argumeutenpaare eioer 
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cubischen Raumcurve; die zehn Axen (Sehnen) 
zugehören, die zugleich Axen (Sehnen) einer 
zweiten solchen Curve sind.* 

Umgekehrt bestimmen also irgend zwei in allgemeiner *) 
Lage befindliche cubische Baumcurven sowohl durch ihre ge- 
meinsamen Axen als auch Sehnen je eine Klasse **) von iJ^, 

deren Individuen projektivisch in einander überführbar sind. 
Aus dem Dualismus von Axe und Sehne folgt weiter: 

x^) ^^Jeder 1^ ist eine bestimmte andere eindeutig 

zugeordnet und umg.: ihre Doppelpunktsargumente 
entsprechen den gemeinsamen Axen und Sehnen 
zweier cubischer Raumcurven.* 

UU. Geht man von zwei cubischen Raumcurven a^, a^ 

aus, greift aus ihren zehn gemeinsamen Axen irgend sechs 
hcraus; so sind stets die vier übrigen nach dem Schema des 
Satzes 7j) 

^ISi ^l«4 ^154 ^234 

Sehnen von vier weiteren Curven a^, a^ a^, a^. Dies ftihrt zu 

dem Satz, den ich nachträglich auch bei H. Em. Weyr***^ ge- 
funden habe: 

X) pDie zehn gemeinsamen Axen (Sehnen) zweier 
cubischer Raumcurven sind zu je neun Sehnen(AxeD) 
einer weiteren cubischen Curve.*^ 

Ausserdem wissen wir von ihnen : 

*) Haben die beiden Carren re«p. ein, zwei, drei Ebenen (Punkte) 
gemein, so haben sie nach Cremona (]. c) nur noch resp. sechs, drei» eine 
Axe i^ßehne) gemein. Deren Elementenpaare entsprechen dann, wie bier 
nur angeführt sei , den Doppelpunkten einer JS*, ^, I^ die aus der S^ 

continuirlich in einander übergehen können. 

**) Eine solche ganze Klasse (algebraisch »die zugehörige Formen* 
gruppe" ist immer (wie auch schon bis jetzt) durch das Zeichen B repri* 
sentirt; zur Abkürzung ist gewöhnlich nur .Ton einer Curre i^ die Bede. 
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X^y „Jede ilieaer zehn (zehn) weiteren Curven ist 

Hurwitz'sche H,-Curve der Originalcurve d, h. 

je neQO der zehn zugehörigen Eleinentenpaare sind 

|ie einer Involution vierter Ordnung." 

Aus dem Bilde der R^ lassen sich mit Leichtigiceit nocli 

«eitere Beziehungen zwischen diesen 10 Involutionen ablesen. 

Die zehnÄxen seien bezeichnet mit (m u )(r^ 1,2, .. 10): 

die entsprechenden zehn Involutionen mit J^. In jeder giebt 

eun weitere Elementenpaare, die mit den neun gegebeneu 

a Quadrupel der Involution bilden. Solcher weiteren Paare 

10 9 
iebt es im Ganzen - ' -= 45, da jedes zweimal auftritt. 

Mau gelangt zu ihnen auch dadurch, dass je zwei der 

iD Involutionen noch ein weiteres Elementenpaar gemein 

>eD. Dies sind die 4Ü Paare. 

Zu je sieben der zehn Paare (m^ w^) gehören immer drei 

'der 4Ö weiteren Paare in der Weise, dass diese keiner der 

eben Involutionen J {s ^ 1, 2, . . 7) angehören. 

„Diese sieben -|- drei Paare bestimmen zehn Axon, die 
ieder zugleich Axen einer weiteren cuhiachen Curve sind. 
Solcher weitereu Curven giebt ea daher 120." 

Diese Eigenacliaften , die leicht noch weiter uusgedehnt 
werden können, mögen hier genügen. (Jreit't man irgend sechs 
der zehn Axen heraus , so kommt man wieder zur ursprüng- 
lichen Doppelsechs ztu-Uck, die somit nur ein speci eller Fall 
de» jetzigen ist. 

§■ 31. 

Fortaetznng. Das ScImittpaTikttheoreiii der I{\, auf der cnbischen 

Nonucurve studirt. 

192. Das weitere Studium der aus zwei cnbischen Raum- 
bestebenden Figur wird sich auf die Fläche (vierter 
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Ordnung) concentriren , auf der die «ehn gemeinBamen An 
beider Hegen. Dies geachiclit mit grosser Leichtigküt n 
Hülfe des Selinittpuiikttbeorenis der S^, oder was dasselbe i 
mit Hülfe der Tbeorie der zweigliedrigen Gruppen sechst 
Ordnung resp. ihrer conjuglrten. Man wird also beluifa eil 
gehenden Studiums der biquadratlachen Involiitiou jetzt ki 
zweiten *) Mal auf die Theorie der Gruppen aoclister Ordnii 
verwieseu. 

Die projektivischeD Eigenschaften einer ü^ (d. h. eint 
dreigliedrigen Gruppe Bechster Ordnung) hätigen ersichtlie 
von V2 Constanten ab. Demgemäss kann man nach denjenigs 
It^ fragen, für die aecha ihrer zehn Doppelpunkte ganz bS 
I iebig gewühlte Argumentenpaare {u^v^} besitzen. Man denk 
sich eine Curve mit dieser Eigenschaft gegeben. Dann 1^ 
man ein Dreieck, deiiaeii Seiteu immer zwei der sechs Doppe 
punkte ontlialteu. Dann giL-bt es in der Gruppe der , 
drei Furmeu der Art: 

(1) f,-f,-f„;f,-f,-f„;f,-f,L 

wo ('♦,",) die Wurzeln der quadrjttiaclieii Form /^ aiiid: wiiliren 
di" /|,f fs^i (^ drei uubekaunte quadratische Forme» vorstoUei 
Solle« die (Mj V|) in der TItiit Doppejpunltten zugeiiören, f 
sind seclis Bcdiuguugen dazu uolliweudig und hinreichend v< 
der Form ; 



(2) 






WO die Variable X liuks durcli u,, rechts durch v, ersetzt lA. 
Dies liefert zur Bestimmung der sechs Unbekannten (c 
Restpunktcpaare der Seiten des Dreiecks oder dor Wnr« 
von f , f , f ) sechs Gleichungen. 



*) Uu enle Mal in N 
ibror cuajugirteii Üruppe. 
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Aber eine solche Bestimmungsweise ist bekanntlich un- 
sicher: die sechs Gleichungen (2) könnten abhängig von ein- 
ander sein, und somit auch die Wurzeln der f^. 

Dann gäbe es im Allgemeinen keine aus (1) 
(wo die /'die vorgegebene Bedeutung haben sollen; 

zusammensetzbare dreigliedrige ^(Üg)*-Gruppe: 

wilrde es aber im besondern eine geben, so auch 
unendlich viele. 

Die Unmöglichkeit des letzteren Falles soll dargethan 
werden : dann existiren Lösungssysteme von (2). Nun aber 
existirte für den Fall u, = v. nach Früherem nur eine end- 

liehe Zahl von (5) Lösungen : also auch im Allgemeinen und 
zwar dann wie wir wissen , die gleiche Zahl, q, e. d. 
Somit gilt : 

a) jjBei beliebiger (nur nicht specieller*)) An- 
nahme d e r (Wj Vj) d. i. d er /^j g i e b t es f ü n f L ö s u n g s- 

systerae für dieCoefficientender f^^^ /^, f^.^ i n (2)." 

193. Das Schnittpunkttheorem einer ü^ lautet nach dem 
allgemeinen Satz der Nr. 6 : 

(3) a =0, 6, = 0, c. = 0, d =0 

wo diese Formen aus den „Schnittpunktformen'' a^^, h^, c^^ d^ 

durch Polarisation nach sechs Elementen entstehen. Diese 
letzteren Formen bilden die zu (1) conjugirte Gruppe, deren 

Combinanten mit denen der Gruppe der JR^ identisch sind 

(cf. Nr. 26). Diese Formen, mithin auch die Formen (3) sind 
demnach ganz beliebig wählbar. 



*) Wählt man z. B. für die (u v ) die Argumente der sechs Doppel- 
punkte einer ^, so giebt es , wie leicht zu sehen , unendlich viele Lö- 
sungen. Denn dann giebt es unendlich viele Ciirven H , die die bezüglichen 

9 * 

sechs Axen der cubischen Grundcurve 9 zu Sehnen haben. 
W. Fr. Me/er, Apolarit&t. 21 
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Gemüss der Entwicklung der Nr. 23 kann man sie auch 
Bo schreiben: 

(4) a a = 0, 6 6 = 0, c c = 0, d d = 0. 

Diese Gleichungen sagen dann aus , dass das Punktepaar a, x 
in Bezug auf die Flächen 

(5) 4 = 0, 6*=0, 4 = 0, d»=0 

(und damit auch in Bezug auf das ganze aus ihnen linear con- 
stituirte ^Gebüsch^) conjugirt sind. Jede Fläche des Gebüsches 
stützt die Normcurve N„. 

Werden die partiellen Differentialquotienten von aj nach 

Gj mit -4j bezeichnet; analog die von 6^ mit B^ etc., so liefert 
die Elimination der x aus (4) das biquadratische Schnittpunkt- 
theorem erster Ordnung der R^ (1) (oder (3)) (wegen des Aus- 
drucks cf. §. 2) : 

-^0 ^1 ^2 -^8 

(«) ^' - Id d o] c] = »■ 

i^. A D, D, 

Diese Fläche vierter Ordnung, die sogenannte Jakobi'sche^*^ 
der Flächen (5) (d. i. der Ort der Spitzen aller Kegel ihres 
Gebtisches) heisse kurz „die Darstellungsfläche des 
Schnittpunkt theorems einer R^ oder noch kürzer 

die Darstellungs fläche einer ü^*. 

Die Punkte der Fläche sind sich involutorisch in der 
Art zugeordnet , dass zu jedem Punkte von ihr ein zweiter 
solcher gehört und zu diesem wieder der erste, die dann die 
Gegenecken eines der Normcurve Ng umschriebenen gemein- 
samen Polsechsflachs des Gebüsches (5) bilden, mithin neun 
weitere solche Punktepaare (als die weiteren Gegenecken des 
SechsflacUß) nach sich ziehen. 

Die Schnittpunkte von F^ mit N^ sind durch die Funkti- 
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onaldeterminante der Formen a^, bx> ^h ^X gegeben, stellen 



somit nach Satz pg. 41 die zwölf Wendepunkte der B dar. 



6 



Aus dem Begriff der Wendetangente folgt ohne Weiteres für 
die Fläche : ^ 

ß) ^DieTangente derNormcurve N^in einem 
ihrer Schnittpunkte W mit 1^^ triff t diese in drei 
weiteren Punkten P^P^P^^. Von jedem gehtnoch 
eine Ebene an Njj (X^ resp. X^ resp. X^). Die drei Axen 
dieses Trieders osculiren die Fläche im Punkte W.^ 

Eine R^ besitzt bekanntlich 24 Doppeltangenten (d^ e^) : 
andrerseits die Fläche F^ (wie jede Fläche vierter Ordnung) 
48 mit Ng gemeinsame Tangenten. 

Aus dem Begriff der Doppeltangente folgt: 

y) j,Die 48 der Fläche F^ mit der Curve Ng 

gemeinsamen Tangenten theilen sich in 24 Paare 
derart, dass für jedes Paar (dj e^) die Berührungs- 
sehne der Fläche die Axe {d^ e^ von Ng ist.* 

Jede Gerade in der Ebene der Rl trifft sie in sechs 

o 

Punkten, die zehn Tripelpaare a, x bilden. Diese bilden im 
Baume gerade die zehn Gegenecken paare eines ü^ um- und 

F^ einbeschriebenen Sechsflachs (eines Polsechsflachs des Ge- 
büsches (5)) : also : 

5) ^Es giebt oo^ gemeinsame Polsechsflache 
desGebüsches (5), die der Jacobi'schen Fläche 
F^ derselben ein- und einer auf dem Gebüsch 

ruhenden cubischen Raumcurve umbeschrieben 
sind.« 

Es seien X, X« ... X. sechs Punkte der Rl auf einer Ge- 
raden. Demnach trifft die Axe (X^ X.^) von Ng die F^ in vier 

Punkten : 

21* 
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0) (\x^x^) (X,x,xj (x^x^x^ aAV 

Ist aber (X^ X^) ein Doppelpunkt der R^, so werden die 

Restpunkte unbestimmt und ihre Elemente bilden eine biqua- 
dratische Involution. Demnach haben wir: 

e)*) „Den zehn Doppelpunkten (u^ v^ der iJ^ 

entsprechen zehn Axen(Wjt?j) von N^ die ganz auf 

der Fläche F^ liegen. Die den Punkten einer 

solchen Geraden auf der Fläche involutorisch 
zugeordn eten Punk te durchlaufen eineH-Curve 

(HD.« 

194. Nach Satz x) Nr. 190 bilden aber diese zehn Axen 
von Ng zugleich zehn Axen einer zweiten cubischen Curve (]>: 

welche Beziehung hat sie zum Gebüsch (5)? 

Nimmt man f^ für den Augenblick zur Normcurve, so 

gilt für sie gemäss dem citirten Satze in Bezug auf die Jß^ 

dasselbe, wie für N^^: d. h. die zehn Axen Hegen auf einer 

zweiten F., Da aber auf dieser auch die zehn H -Curven 

liegen, die je neun der zehn Axen zu Sehnen haben, so müssen 
beide Flächen identisch sein (da ihre Schnittcurve ja von 
höherer als der 16. Ordnung wäre). Dies liefert den Reye- 
schen*^^) Satz: 

Q ^Die Fläche v i er t er Ordnung JP^, die durch 
die zehn gemeinsamen Axen zweier cubischer 
Raumcurven geht (und dadurch völlig bestimmt 
ist) ist die Jacobi'sche Fläche eines b eide Cu rven 
stützenden Gebüsches von Flächen zweiter 
Ordnung. 

*) Die Siitze (ß) bis (£) bilden die Analogien zu den Eigenschaften 

einer H -FlRche der cubischen Curvc. 
8 
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Die «eliiiÄxen sin'Nlie Geraden de 
GeblUch befiddlipheii E bene iip aare." 

Daa Letzte ergiebt sieh hier leicht nus dem Begriff eine» 
Do[ipelpimktes (sowie auch aus Nr. 137). Denn irt a, ß einer 
der Doppelpunkte der 7J^, so ist eine der aus den Formen (3) 
lear zugammensetzbaren von der Gestalt: 
■) S. = (\ - «) . . . (i, - .) - X (\ - P) , . . (X. - P) 
h. eine Form der zur ß* conjuglrte» Grrujipe ist als Summe 
n Äwei aechäten Potenzen {von (K — a) und (k — p)) darstell- 
r. Daim aber wird die zu (8) gehörige Fläche : 
(9) A' — tB' = 
■o A = 0, B = Ü die Ebenen «, ß der Normcurvc darstellen ; 
odass daa Ebenenpaar (9) zu ihiieti harmoniscb ist, 

Mi t hin ist jede Axe («, v,) Gerade eines Ebenen- 
area des GebUficbes (5|. 

■Solcher Ebenenpaare gieht es über bekanntlich zehn *). 
• Gleichung (9) lehrt : 

^) „Die dem Flächengebüsch des SatKea^) 

gehörigen zehn Ebenenpaare erhält man als 

ieresp. Gbeueupaare, die /, udeti beiden von je 

er der zehn Axen an die beiden cubischen 



•>Du<i M kein 
I gleich loigHQ wir 



wDJteroK KbeiiPiipniii' dea QebUschea (G) (du, wie 
i, eiu gniiii nllgememi« Uebflwh ist) giebl, JM leioht 
lin Bb«uenpHar verecU winden alte encen UulerdetnT- 
noten winer [M«rinioiiiit« <uiicl iimgekelirt sind dies Ulr mav F die 
litr«iidigeii imi] hiarei<^boDilcn Uedliiguiigen , insu e\e ein Ebencn- 
w -irf). - 

IKme UntrrdptarmiiiJintaii nitid alier für den Fall einer eine cubinohe 
rro ilBUendeD F identisch mit den Kernen der Matrix der pg. 216. 
an BbcT i*l, wie damaU gezeigt wurde, die Form, die die Reoha Sehnitl- 
ikM Tun Kllrbe und Cnrve daretellt, aln Summe von zwei neohaten 
«DMii Jantellbar. Mitbin taans auch jedem Ebenenpakr des Cieba>ebe* 
«tn Uoppelpnnkt der H^ entnprccheii. ßaren giebt «b Kbvr mir *ehu- 



326 ^»e Rcye'scho Apolaritftt und die Nonncurven. 

Curven gehenden Ebenenpaaren harmonisch 
sind.« 

Die Wichtigkeit des Satzes Q tritt aber erst durch seine 
Umkehrung hervor (die gleichfalls schon Rey6^*> behandelt hat), 
indem man von einem beliebigen Flächengebüsch zweiter 
Ordnung ausgeht. Wir verfahren hier so. 

Für eine cubische Curve sind es drei Bedingungen , damit 
sie auf einer F^ ruht : mithin zwölf Bedingungen, sofern sie 

auf einem ganzen Gebüsch von F^ ruhen soll. 

Gäbe es trotzdem im Allgemeinen keine Curve dieser Art, 
so müssten es ihrer, wenn eine existirt, unendlich viele geben. 
Existirt aber eine , so giebt es nach Obigem weder eine u n- 
endli che Anzahl, noch mehr als eine einzige zweite, 
deren mit der ersten gemeinsame Axen die Geraden der zehn 
Ebenenpaare des Gebüsches sind. 

„Beides folgtdaraus, dass man ^ecA^ so Icher 
zehn Axen beliebig wählen darf.« Denn dann giebt 
es, wie wir wissen, nur fünf weitere Curven , die diese sechs 
Axen ebenfalls zu solchen haben , und unter diesen nur eine, 
fiir die auch die vier weiteren Axen solche sind. q. e. d. 
Dies ist die Reye^sche*) Umkehrung von Q : 

^g) „Es giebt zwei cubische Raumcurven, die 

auf einem Flächengebüsch zweiter Ordnung 
ruhen. Ihre gemeinsamen zehn Axen sind die 
Kanten der zehn Ebenenpaarc des Gebüsches.« 
Daraus folgt dann wieder: 



*) [Die SAtze ^) ^^ ) glaubte ich als neue gefunden zu haben und 

habe sie in dieser Meinung auch in der kurzen Note Math. Ann. XXI 
pg. 133 mitgetheilt. Herr Keye war so gütig, mich darauf aufmerksam 
zu macheu, dass sie sich bereits in seiner Abhandlung Crelle^s Journal 
Bd. 82 pg. 78, 79 befänden, was meinem Gedächtniss entfallen war, da ich 
diesen Aufsatz schon vor mehreren Jahren gelesen hatte. 
Nachträgliclie Bemerkung, Anfang Februar 1883.] 
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C,) „Die Sätze ß) bis e) gelten l'tlr beide cu- 
faiscbe Carvec (tj*, N^) ganz gleiobm aasig," 

Also ist z. B. jedes (in Bezug auf das Fläche iigebfiBcli) 
coiijugirte Punktepaar der Fläche F^ ein Paar Ciegenecken 
rou zwei Polsechsflacheii des G-ebUsches , von denen das eine 
der einen, das andere der andern ciibiitchen Curve umbe- 
Bcbriebcn ist. 

Da man aus den sechs cubii^cheo Curven, die seelis be- 
liebige Raumgeradü zu Axen Itaben, 15 Paare bilden kann, so 
gilt auch der Satz : 

^^) „Nimmt inanaechs beliebige Raumgerade 
als Kanten von sechs (noch unbestimmten) Ebenen- 
paaren eines Fläch enge bUsches zweiler Ordnung, 
so giebt es t'ltnfzehn solcher Gebtlscho, denen 
fünfzehn Jacob i'sche Flächen zagehören."' 

Diese Betrachtung ist ähnlicher Natur wie die von Rosanea"*' 
angestellte, der von vier Kanten von vier *) bestimmten 
Ebenenpaaren ansgeht und daraus die sechs folgenden Kanten 
bestimmt. 

§. 32. 

Fortsetzung. Das Schnittpimkttheorem der A*. auf der 

cnbisehen Curve studirt. 

195. Unser Flächengeb tisch zweiter Ordnung (5) schneidet, 

wie wir wissen, ans der Normcurve N^ (d. h, der einen der 

beiden auf ihm ruhenden ciibtschen Curven, auf die wir uns 

Jetzt wieder beschränken) das „SextupelgebUsch" : 

■) Dion Aufgabfi kommt ulao negea äilK C,| »uf ilie andere hioaus: 

Eine cubiiobc Ranniciirve m cuaetriiiren , die vior gegebene Raum- 

grmäD to III Axea lial, duB da« von je einer deraelben au die Cuttb 

gsfacnd« BIwaetipRKr imniBr oinsr bettinimten (Ebenen-) lavulntioa (iwuitea 

Ondea) «igehQrt. 

Solcliar Carveii giebt es dann nach Obigem iwei etc. 
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(10)L ..X^a^-\-\b^^X^c^-\-\d^i=0) 

aus. Die dazu conjugirte Gruppe sei bezeichnet mit 

(11) M-ji^aj^ + ^pß^ + I^^Tx 
WO die [i, wie in (10) die X, variable Constanten sind. 

Zu jedem Sextupel M von Ebenen der Curve Ng gehört 

eine bestimmte Fläche zweiter Klasse O^, die diese Ebenen 
mit Ng gemein hat und zugleich auf N^ ruht. Der ganzen 
Gruppe (11) gehört also eine Schaarschaar von Flächen O 
zu: sie heisse M^^. In gleicher Weise heisse unser Flächen- 
gebüsch das Gebüsch L^. Dann wissen wir nach Satz Nr. 128: 
7j) „Die auf der Curve N^ ruhende Schaar- 
schaar Mg ruhtauch auf dem dieCurve N^ stütze n- 
den Gebüsch Lg und zwar besteht sie aus allen auf der 
Curve und zugleich auf dem Gebüsch L^ ruhen- 
den Og.'* ^Und umgekehrt stützt dasGebtisch L^ 
die Schaarschaar Mg und zwarbestehtesausa22en 
die Curve und die Schaarschaar M« stützenden F^/^ 

„Dies ist das quaternäre Gegenstück zu dem 
binären Satze, dass die Gruppen LundMconju- 
girt sind/' 

Nun bildet aber die Gruppe (10) „L" die Gruppe einer 

jßg, deren Schnittpunkttheorem durch 

(12) a^ = 0, ßg z= , y^ = oder auch durch 

gegeben ist. 

Aus M^ geht aber nach pg. 199 die Gleichung der Schaar- 
schaar Mg in der Weise hervor, dass wir aus (12) zuerst die 
Gleichungen 

(13) a* =0, ß^ = 0, Y^ = oder auch 



Uie Keyß'Bch,! ApuJnritiit iiiiit .Ue Normütirvo 
und aus ihnen sodann mittelst der Substitutionen : 



(14) pM^ = <3.^, pU^ ^ — , p«^ = ^, pU^ = — CTjj 

div entsprechenden bilden: 

( lö) M, . m; - [i^ A^ -I- ,.p n^ + t^^ r^; = 0, 

„D (! m II a c h stellt (15) die S u h a u r s c h a a r M^ 
dar." 

Solause ea aber nur auf die Eigenachaftcu der Gruppe 
(1") resp. ihres .Schnittpunkttheorems ^12) ankommt , benutzen 
fir lieber ilio letatere Crieichung resp. die sie ersetacnde (Icl) 
ui übertragen das so Gewonnene auf die Schaarscbaar M^. 

19ö. Eine I^ beattzt bekanntlich acht dreimal berührende 
Ibenen. 

In der That mlissen diese durch die f^emeinaameu Wcrth- 

irsteme 9 von (13) gegeben sein. Diese Gleichungen stellen 

ber ein die Curve N^ stUtzeudes Flächennetz zweiter Ord- 

lungJ^I dar: ihre 8 Grundpunkte die gewUnst:bten Werlh- 

Vf etcme C 

^Vermöge der Substitutionen (14) iat die Subaar- 
baar M^die dem Netze Jl/j im NuIIoomplexeder 
Corve N^ conjugirte*)." 

x) „Somit re präsentiren die ach l Grnud- 
benen**) derSchaarschaar M^, bezogen anf N^, die 
cht dreimal berührenden Ebenen der R^ i^^)' 
X|) „Durch irgend vier**') (beliebig aunehm- 



•i Deno itie SaUlitiitiou ( 
(clMnilp Ebsne iet Niiilc um pleno 
•j Din acht „Otutui ebenen'' 
KUm« nlehen den (inindpankte! 
Dong diisliglisch gegenüber. 

**} Da die Daniel lungaforn 
( UrundehcDen der Schaarscliu 



I ordnet jedem Puultte die durch ihn 



r Sobiisrachiwr von FiRchen tweilct 
B» Netie« von FlBcbFn «weiter Ord- 



1 der (anr die Nor 
U ili'qjaiiigen acht eubisehcn Vor 
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bare) GruiidebeDen ist unsere ganze Configa- 
ration eindeutig bestimmt.^ 

sind, deren Quadrate sich in der Gruppe L befinden, nnd zwisohen irgend 
fdnf Formen dieser Gruppe stets eine lineare Identität herrschen muss, 
80 gilt der interessante Satz (fiber den noch allgemeineren Satz cf. 
Kap. 111): 

„Irgend vier cnbische (binäre) Formen bestimmen im 
allgemeinen stets vier andere, sodass nicht nur zwischen 
solchen acht Formen selbst (wie bekannt), sondern auch 
zwischen ihren Quadraten vier lineare Identitäten statt* 
finden. Solche acht Formen stellen immer die Grund- 
punkte eines eine cubische Raumcurve stützenden 
Flächennetzes zweiter Ordnung dar." 

In dieser Gestalt erkennt man sofort die Yerallgemeinernng des 
ternären Satzes pg. 241: 

„Irgend drei quadratische Formen bestimmen im allgemeinen stets 
eine vierte, sodass zwischen den Quadraten der vier Formen eine lineare 
Identität gilt. Solche vier Formen stellen die Grundpunkte eines einen 
Kegelschnitt 9 stützenden Kegelschnittbüschels dar.'' 

Es möge hier ein noch einfacherer Beweis dieses Satzes mitgetheilt 
werden, der zugleich den Sinn der Identität klarer macht. 

Von den Grundpunkten (u = 0, u = 0, u = 0, u = 0) eines 

<p stützenden Kegelschnittbüschels waren drei beliebig annehmbar, der 
vierte eindeutig bestimmt. Die Punkte bildeten ein Polviereck von 9. 
Daher muss bekanntlich 9 in der Form darstellbar sein: 

<p Ez S Ä:j ttf = 0. 

Setzt man daher statt der u^ die quadratischen Formen ein , die die 

von den Punkten an 9 gehenden Tangentenpaare darstellen (d. h. sucht 
mau die 9 mit sich selbst gemeinsamen Tangenten), so muss die Gleich- 
ung für 9 in die gewünschte Identität übergehen, q. e, d. 

Wir wollen bei dieser Gelegenheit noch einige besondere Fälle in's 
Auge fassen. Liegen drei der Punkte in gerader Linie g (d. h. verschwin- 
det die Combinantinvariante der zugehörigen quadratischen Formen 
9 99), so zerfällt das 9 stützende Büschel in die Gerade g nnd das 

Leo • 

Strahlbüschel P^ der zu g in Bezug auf 9 conjugirten Geraden. 

Somit ist der Pol F^ von g der gesuchte vierte Punkt, nnd der 
Satz bleibt vollkommen erhalten. 
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In der That giebt es mir eine einzige Scliaaracliaür 
Mj, (Ür die sie vier der (acht) Grtindebeueii sind, und die auf der 
CurVe JVj ruht: Damil ist aber auch das Gebliacli L^ beatimmt. 



SUH dcf drei ersten o kann man Jarin irgend drei liiiMrri Conibi- 
natioDcn denelben wlllilen, ohne dass die vierte Form s^ «ich Hndcrt. 

FrKgen wir JcUt, wann der 8«ti nicht mclir gilt d. h. wann ilio 
ii«iie Farm f>, iiDbos timmt wird, no kann dica nur eiolreleu, wenn 
alle Kei^IanliriUe ilea durah die drei eralen Punkte iP, F^ P^t Iwilimmlou 
Ketiea 9 ■tOlatiii, im Speciellen bIed »ueh die drei Seitenpaare des Droi- 
(ck* P^ P, J'g. 

Uanii muaa jede Seite au jeder andern cunjuglrt «ein (in Beiiig 

' aaf f > •!, li. diLe DreiMik ein Pnidrcieck von s sein. Dann findet lin- 

I man beweiat wie üben) awiecheii den Qiiadratctn der drei ^ eine 

I Ibun IdentitJtl itktt und lungchebn bedingt dies die Existent oinaa 

l'nMr^lncla. Duiii bilden die Formen der eugebarigcu il^-(lruppe eine 

Involulian auf derjenigen Qeradeni diu elnrarli gezäblt die IP jotxt diiretellt. 

N*cb Früherem ipg. 109 1 »telliin die Ecken eine» enlchen Poldreieckfl 

>D a) di( L'uvarianic 6 einer liiqiiadrUi neben Form / d, li, die Doppol- 

»iNnentc der Involution / -i- k W = 1) dar. Die aKramllichen Kegel- 

I (fllinttte, die ans f die Formen dieaei' Involution ausac h neiden , sind alle 

I dü^nig«]], die das Dreieck P P /' a"m I'oldreieck haben, 

Dia aur Invalntion j ■{- k 11 conjugirte Gruppe stellt eine «oloho fi^ 
I dw, deren Wendepunkte in den Doppelpiinltou liefen. Dann giebt os 
eine o:*-8cl>aar von Wendekegelscbnitten (cf, pg. 384i d. h. diu 
I inadfkliacbe Combinsnie (J der Gruppe (nnd damit der Involutiani ver- 
indet identiscb. Umgckcbrt ist die* nieder die Bmtingiiag eine« Pul- 
«ka 1^ 7 ^ f , wie die Bildung von Q direkt teigl. Die iiir Invu- 
n/ + li // gehürigeu Ciirven t'^ und Uj (ef, Nr. Ulj Tatlen beide 
nanr Poldreieck. Man bat demnaob ala Betottat: 



.Der (lat: 

tiaehen Fori 

|<}n*dratin 

barraobt, d h 

■ d n mgeke: 



: flbe; 



ü Ide 



iiMt de 



Tie 



i««t. ■ 



en dei 
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197. Ferner besitzt, wie man weiss, eine B* sechs vier- 
fache Sekanten (die auf der einzigen durch die Curve gehen- 
den Fläche dritter Ordnung eine halbe DoppSlsechs bilden). 
D. h. algebraisch : 

X) jjInderGruppeL (10) giebt es sechs Involu- 
tionen (sechsten Grades), deren jede in ein 
festes Quadrupel und eine Involution zweiter 
Ordnung zerfällt.^ 

Daraus folgt mit Anwendung der Sätze pg. 236 und 
pg. 237 anra. sofort: 

Xj) ^In unserem Gebüsch Lg (das die Curve Nj 

stützt), giebt es sechs ausgezeichnete Büschel, 
die aus der Curve ^^j (j e vier festePunkte abge- 
rechnet) eine Involution zweiter Ordnung aus- 
schneiden. 

Jede derselben besitzt einPaar vonDoppel- 
elementen. 

Die fünf biquadratischen Involutionen, die 
diese sechsPaare zu Elementenpaaren besitzen, 
haben jede sechs Doppelelemente. 

Die fünf Sextupel werden von fünf Flächen 
des Gebüsches aus der Curve iV^ ausgeschnitten. 

Dies sind zugleich die fünf H^-F lachen des 

Gebüsches d. h. solche, denen (zweifach) unend- 

wfthrend das vierte 9 identisch verschwindet, wie auch 
die quadratische CombiDante Q der Involution. Das Pol- 
dreieck (B) stellt zugleich die dieser Involution zuge- 
hörige i^g-und Hg-Ciirve dar." 

Andrerseits hat dann die der Involution (auf der cubischen Gurre 
betrachtet) zugehörige Fläche H^ die Eigenschaft, im NuUcomplex der 

Curve sich selbst conjugirt zu sein. 

Damit ist zugleich die früher aufgeworfene Frage nach der besondeni 
Natur der Involution / -\- k H erledig^. 
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lieb viele Tetraeder ein- und der Cur 
flclirieben sind." 

Den letzten Satz von X^) köiineu wir separatini ao formuliren: 

3^) ,4n irgend einem FlücIiengebÜBch zweiten 
GradeBgiebteaje fllnfH^ -Flächen der beiden auf 
lim ruhenden cubischen Curven." 

, BeaonderB beachten 8 wer tli int aber, dsiaa hier der Zusain- 
nienbiLug zwischen der Theorie einer biquadratiachen Involu- 
tion und der einer drei- (vier-) gliedrigen Gruppe secbatcu 
tlradea, der schon oben betont ist. klar hervortritt. Denn ver- 
möge der bekannten Abbildung der einen einer iü' einbe- 
^hriebenen Flüche dritter Ordnung auf die Ebene (iles Norru- 
kegeUchnitta), die dem Satze X^ implicite zu Grunde lieijt, 

DDt mau , wie die obigen Raumsütze Über die E' (und 
dunit zweier cubischer Curvcn) sofort auf die Configuration 

durch sechs Punkte einer Cbene gehenden H^-Curven 
eines KegeUchnitts libertr^en werden können. 

IÜ8. Welche Eigenschaft der Gruppe (11) entspricht der 
Eigenschaft X) der conjugirten Gruppe (10)? 

Die Autwort lautet: 

Xj) pEs gicbt sechs Quadrupel (d. s. die des 
Satxea X) S„, 3,,, 8,^, S,, (t = 1, ..f.) von der Art, dass 
die sechs zugehörigen Invointiu neu der Gruppe 
(11) die Form annehmen: . 

(16) L(it^-i~/.-l,){X—5J^. 

Dies sind umgekehrt die eimigen Involutionen 

er G r n p p e ( 1 1 ), deren Formen als Summen je der- 

Iflhen vier sechsten Potenzen darstollbar sind." 

Erster Beweis. 

Wir gehen vom Sat/e X) aus. Eines der Quadrupel sei 

B|S. 5 S^. Duuu ist die nothwendige und hinreichende Bc- 
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dingung für seine Existenz^ dass die drei Schnittpunkt- 
gleicbungen : 

(^')«8.6,33 8,X,X, = Ö ßs,8,63 3,X,X, = Ö \i,6,t,\X, = ^ 
sich auf eine reduciren, d. h. genauer, dass es noch eine oc*- 
lineare Schaar (Involution) von Paaren X^ X^ giebt, die diese 
Gleichungen befriedigt. Nennen wir die nach den S polarisirten 
zweiten Differentialquotienten von a;^ »^oo? -^oi' \2^' analog 
die von ß;^, y^, so schreibt sich (17) auch so: 

IaA -\- o A -4-aA =0 
00 1^ 1 Ol 1^ 2 "^n — ^ 

oder auch (18») Ix A,j + X B,j -f fi T,, =0 

Ix A,.4-^B„ +^r„ =0 

Dann muss es also auch ein oo -lineares System von 
Werthsystemen (x, X, (i) geben, die (18») befriedigen. 

Aber diese Gleichungen (18») sind, wie wir wissen, die 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, dass sich die 
Form 

(19) /^ E^ xax + Xßx + |irx 
als Summe von den vier sechsten Potenzen (X — Sj) dar- 
stellen lässt. 

Da es aber ein co ^-lineares System von Werthen (x, X, n-T) 
giebt, 80 auch eine Involution von Formen (19) (d. h. dör 
Gruppe 11), die die Form (16) annehmen. 

Genau in der umgekehrten Weise beweist man die Uro- 
kehrung des Satzes. 

q. e. d. 
Zweiter Beweis. 
Zuerst verfahren wir wie oben. Für ein Quadrupel des 
Satzes X) (8^ 8^ 8^ 8J müssen die drei Schnittpunktgleichungen 
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(12) «. = 0, ß. = 0, Y. =*> 

wenu man für vier der sechs Elemente X^ . . . X^ die 5 ein- 

Mtzt, Bjcli auf eine reduciren d. h, man raiisB aus (12) drei 

ilclie Formen linear znAainmensetzen können, so, dasa »wei 

ou ihnen fUr iinaere Substitution identisch verschwinden. 

Man bezeichne mit (ji(X) die Form 

(20) +(X) (X-X,) (X-X,) . . . (X-X,). 
Soll nun eine in den s^ lineare uud ganze Funktion filr 
rgend eine der Substitutionen 5, = X^ (ft ^ 1 . . 0) ver- 
■cbwiiideo, so ist sie bekauutlicli mit <^(S^) identisch. 

Soll ue verschwinden fUr die Substitutionen S^ = X^, 
i^X^' (t^i'= 1,2.-6), so kann sie nur von der Form sein: 
K 'K5,) + !•■, 4- (2,)- 
8o fahrt mau fort. jSoII sie endlich verschwinden, wenn 
man für irgend einea der X aetut 5^ : für irgend ein zwuitea 5^ : 
ein drittes und viertes resp. S^, 5^, so ist sie notliwendig von 
der Form : 

(21) S, - k^ i^S,) -I- Jc^ 1^(5^) + k^ 1^(5^) + k^ <^(S^). 
Somit giebt es für jedes Quadrupel o^ S^ S^ S^ des Satzes X) 
rei (linear unabhängige) Formen der Gruppe (12) (und damit 
ich alle aus ihnen linear zusammensetzbaren), die die Gestalt 
^1) annehmen. 

Für X| = X^ ^ . . . X„ gehen aber einerseits die Formen 
12) in die zu (10) conjugirte Gruppe Über, andrerseits die 
iHttimÜicbeii Formen (21) in (Ui), 
,. e. d. 
In ilicser Weise ist der Satz X^) eine Verallgemeinerung 
les Katzes pg. 2i)'d: cf. den ganz allgemeinen Satz Kap. lU, ftir 
len der Beweis ganz analog ist, wie die beiden eben geliihrlen. 

Zwischen den sechs Quadrupeln (S) findet ein einfacher 
lenhaug statt. 
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XJMankann irgend drei der sechs Quadrupel 

(S) beli eb ig aunehmen: dann sind die drei übrigen 
eindeutig bestimmt. 

In der That, bei der schon öfters benützten Abbildung 

(der durch die 2?* gehenden F^ auf die Ebene) gehen die sechs 

Quadrupel (8) über in diejenigen, die die durch je flinf von 
sechs Punkten gehenden Kegelschnitte aus einem festen (Nonn-) 
Kegelschnitt ausschneiden. 

Nimmt man somit auf dem letzteren irgend drei Quadrupel 
aU; so hat man drei Kegelschnitte durch sie so zu legen, dass 
sie drei Punkte gemein haben. Solcher Punktetripel giebt 

es aber nur eines, das die Doppelpunkte einer iJ* repräsentirt, 

deren Gruppe sicli aus den drei gegebenen Quadrupeln linear 
zusammensetzt. 

q. e. d. 
1 99. Wenden wir diese Ergebnisse auf unsere aus Ge- 
büsch Lj und Schaarschaar M^ bestehende Figur an, so haben 

wir nur noch zu bemerken, dass die einer Form 5 (21) ent- 
sprechende Fläche. Sj = ö und damit auch die zugehörige 
Klassenfläche A r=: sich als Summe von vier zweiten 

u 

Potenzen darstellen lässt, die = gesetzt, die Gleichungen 
der vier Ebenen 8^ resp. der vier Punkte Sj der Normcurve 

(N.^, N^ sind. Dann gilt mithin nach Obigem der Satz: 

X^) »Die sechs der Curve einbeschriebenen 
Tetraeder des Satzes Xj) (die zugleich den ge- 
meinsamen Grundcurven (vierter Ordnung) vo 
sechs Büscheln d es Gebüsches L^ einbeschriebe] 

sind), sind zugleich Polvierflache von sechs Schaare 
der Schaarschaar Mg. 

Drei dieser Tetraeder kann man der Car^-e 
beliebig ein b eschreibeu, dann ist unsere ganze 
Configuration dadurch eindeutig bestimmt' 
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Ganz Kiinlog dem Ratze X^) (und seiueii BeweraBn) spricht 
(und beweist) man folgende HKtze über die conjiigirten Gruppen 
V, h der if* und M^ aua: 

ji)L „JedeFormderGruppeM istauf^i' Arten 
Is H um ine von vier Bßckaten Potenzen darstell- 
bar. Die diese Darstellung leistenden Quadrupel 
Bind die Rämmtliclien Elonicn tenqnadrupel dur 
Gruppe L und swar (gehört zn jedem eolcliea Qua- 
drupel nur ei De Form M uud eine Form L." 

H. pEagiebtao' Formen dorGruppoM, die als 
amen von drei eechsten Potenzen darstellbar 
Aiatl. Die bezüglichen Elomententripel ontuprechen 
ieii dreifachen Sekanten der -B^ d. h. denjenigen 
" D V o 1 u t i o u e n der ( i r u p j» e L , die einen f f s t o n c u- 
tiachen Factor haben. 

Jedem aolchen Tripel entspricht eiiiasolche 
DVolution der Gruppe L und eine bestimmte 
i'orni der Gruppe M." 

111. gEs giebtoo' Formen der Gruppe L, die 
lls Summe von drei sechsten Potenzen darstellbar 
ind. Die bezüglichen Elemententripel ^ind die 
Iftmiatlichcn Elemententripel der Gruppe M Dieser 
letztere Sätx ist nur der algebraische Ausdrnck 
Tür die Existenz der Flüclie f^, der J acülji'scben 
des Gebüsches L^." etc. 

Diese Satze »ind wieder ohne Weiteres in ihn- geometrische 
Form zu kleiden z. B. Satx II. und I: 

Ull) „Die Ebenen derindorSchuarschaiirM^ 
befindlichen Kegelschnitte uinbuUou bekannt- 
lich eine (Jurve sechster Klus«e *J, Irgend eine 



■] DIeae Ut aUo axn- oindcutii; nligebildet auf die Curve vurtar KUwo 
Jt (H) =: 0, dio aiis der ^ (II) diqenigoa Üeilupel kOMahneiilel , tlit 
Pr. Il«7'r, ApoluUlt. 22 
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Schmiegungsebene derselben trifft die Cnrve 

in drei Punkten, durch die ein Büschel des G 
büsches L^ geht und umg. Speciell istdieseCnr 

also den sechs Tetraedern des Satzes (X^ einb 

schrieben.^ *) 

|i I) ^Geht durch vier Punkte der Curve 

eine Fläche des Gebüsches L^, so ist ihr Tetraed ^ m^ i r 

Polvierflach einer bestimmten Fläche der Scha 
schaar M^ und umg." etc. 

Die weiteren zahlreichen Anwendungen der 22?- und ^-_ _ 

Gruppen auf unser Flächengebüsch L^ seien dem Leser ül^ ^^r- 

lassen. Statt der Curve N^ kann man natürlich immer a«jm ^ 

die zweite auf L^ ruhende cubische Curve substituiren. 

Desgleichen mag auf die Untersuchung der vielen sf:»^* 
ciellen Arten von Jacobi'schen Flächen eines Flächengebüsc? 1=». «8 
zweiter Ordnung verzichtet werden. Besonders treten her "v er 
einmal das Gebüsch mit sechs geraeinsamen Grundpunk t;^D; 
von dem man zur Hierholzer'schen^j **) Fläche gelangt^ vtwid 



welche die In Variante B (cf.Nr. 137) verschwindet. (Dualistisch gesprochejij 
kann mau demnach die bekannte Hessc'sche Abbildung der Kegelspitzen* 
curve eines Flächennetzes zweiter Ordnung auf eine ebene allgemeine Gurre 

vierter Ordnung noch aiif oo ^ Weise so vollziehen, dass die letztere Ciirve 

eine „Curve ^" wird, da es noch od* cubische Curven giebt, die auf einem 
i^g-Netz ruhen. 

*) Irgend dreien dieser Tetraeder kann man nach Satz pg. 221 eine be- 
stimmte Fläche zweiter Klasse einbeschreiben. Dann sind die zwölf Ebenes 
der drei Tetraeder gerade diejenigen, die sie mit der Curve sechster Klww 
gemein hat. ' 

**) Haben die Flächen des Gebüsches (5) einen Punkt (Xj X^ Xj) g«- 

meiu, so sind andrerseits dies die Argumente einer dreifachen Tangente 

der Ji^. Also ist das ebene Bild der Hierholzer^soben Fläche eine ß^ 

mit sechs dreifachen Tangenten, die 18 von den 24 Doppeltangenten io 
Curve absorbireu. 



r*- 



Die Reye*8che Apolaritftt und die Normoorven. 339 

zweitens da» Gebüsch der ersten Polaren einer Fläöhe dritter 
Ordnung, dessen Jacobi'sche Fläche mit ihrer Steiner'schen 
Kernfläche identisch ist. Nur der letzteren sei ein specieller 
Excurs gewidmet. 

Dagegen möge noch Einiges über die Bestimmungsarten 
einer biquadratischen Involution, sowie ihre Erzeugung auf der 
cubischen Raumcurve am Schlüsse unseres zweiten (Haupt-) 
Capitels Platz finden, um so die Theorie dieser Involution in 
gewisser Richtung abzuschliessen. 

Excurs. 200. Wir behandeln hier die Grundlage einer 
Apolaritätstheorie der allgemeinen Fläche dritter Ordnung und 
ihrer Steiner'echen (Kern-)fläche. 

Gehen wir vorerst von der Fläche dritter Ordnung aus. 
Diese ist bekanntlich nach Sylvester als Summe von ftinf Guben 
darstellbar (und nur in einer Weise): 

(1) F ~ Sfcj Af = (i = 1, 2, 3, 4, 5). 

Dabei sind die Ebenen Aj = die des „Pentaeders" der 

Fläche, dessen 10 Kanten auf der Steiner'schen Fläche von F 
(der Jacobi'schen ihres Polarengebüsch es) , deren Gleichung 
'vpn der Gestalt ist: 

(2) 5 = 2 > = 

\ 

1 iegen. Wir wählen irgend eine der (oo *) Schaar von den dem 
I^entaeder einbeschriebenen cubischen Curven zur Norracurve 
XI j. Die Argumente der fünf Ebenen seien ol^. Dann kann 

Ynan setzen: 

(3) A, - s, — s, a, + s, af — s^ af . 

Dann ergiebt sich : 

(4) If F = (- 1)' S Ä, Af «; (r = 0, 1, 2, 3) 

r 

Tind die Bedingung für ein in Bezug auf 2^^ = conjugirtes 

Punktepaar (a, x) lautet: 

22* 
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(5) Z*^ajA,(a)A,(Tl = 0. 

Gehen von den Punkten a. t req*. die Ebenen (X^, X^ 1^) 
(7.^ /^, A^^ an N^ nnd setzt man 

(d) irX) ; lA— i/l (a— i^) (31— 5^) 

80 ist die Form (5) identisch mit: 

(5) S t, flf 4^«,) = 0. 

Andererseits bestimmen wir die Schnittpunkte der Fläche 
F und ihres Polarengebüsches mit der Cnrve JV^. Es schneidet 

F die Curve in den neun Punkten : 

(6) f r. S i-, (X-a,)» = 
und ihr Polarengebüsch in dem Sextupelgebösch der Gnippe: 

(7) /-^ 2 *, a[ (X-a^f = (r = 0, 1, 2, 3). 

I. jjDie Gruppe (7) ist keine andere als die der 
dritten Polaren der Form (6).. Aus ihnen geht 
durch Polarisation nach sechs Elementen X die 
Gruppe (5) hervor. Diese ist das Schnittpunkttheorem 

einer Jtt^ mit dem fünffachen Punkt (a^, a^ a^ a^, aj. 

Daher stütz t ei ne Fläche dritter Ordnung i^ jede 
ihrem Pentaeder einbeschriebene cubische Raum- 
curve und umgekehrt ruht eine gegebene cu- 
bische Curve aufderganzen(cx)* linearen) Schaar 
von Flächen dritter Ordnung (1), die ein gege- 
benes der Curve umschriebenes Pentaeder zu 
ihrem ^P cn taeder* hab en. Die zehn Kanten des 

Pentaeders sind die gern einsamen Axen aller (oo*) 
ihm einbeschriebenen cubischen Curven. Durch 

diese zehn Geraden geht noch eine oo* lineare 
Schaar von Flächen vierter Ordnung S, von denen 
jede die Steiner'sche Fläche einer bestimmten 
der Flächen F ist.« 
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Dies fliesst unmittelbar im den Entwicklungen der letzten 
'Kammern. 

Eine weit gruBBere Wichtigkeit hat aber die 
tJmkehrung unseres Verfahrens, indem man von 
idner 7^ mit fUnfTachem Puukt (cc,) ausgebt. Da ein Bolcber 
^ei Bedingungen erheischt, so Icann das >Jcbiiiitpunkttheorom 
iarta nur noch von 12 — 3 = 9 Conatanten abhiingen, also 

!r den « noch von vier. 

In der That, verfiibrt man wie In Nr. 108, so gelangt man 
in folgender Form des Schnittpunkttheorems: 

mitbin die Gruppe ihrer Scbnittpunktformeu : 
[9) E a, (X— «/, S 6, (X— a,f, S c, (X— «,)", S <f, (X— a/. 
II. „Diese Gruppe {9i ist die Gruppe der dritten 
Polaren einer bestimmten Farm neunten Grades 

KnthSit daher eine dreigliedrige Gruppe 
hetcr Ordnung eine Involution mit einem 
ten Faktor fünfter Ordnung, so ist die con- 
agirtc Gruppe durch die nach drei variubeln 
onstanten |i|, {i^, p, polarisirte Form einer be- 
timmten Form neunten Grades (6): 



gestellt." 

Wir haben nun den ersten Theil des Satzes zu beweisen, 
Ift der zweite nur der dai-nus folgende algebraische Ausdruck 
ir Existenz des filnffachcu Punktes der Ä* ist. 

Die Gruppe (9) hängt ausser von den a nur von den (vier- 
[whigen) Determinanten der Coefficienten a^, b, c^, d^ ab. Diese 
lienmitf, bezeichnet. Solton diese identisch sein mit den be~ 
Iglicben Determinanten der Gruppe (7), so ergeben sich die 
iediogungeu : 
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(10) p jBr= y-- (p ist ein beliebiger Faktor). 

Dabei sind die D^ die DifFereuzenprodukte derjenigen 

vier a, die den Index i nicht aufweisen. 

Setzt man also voraus, dass weder eines der K noch einea 
der h verschwinden darf, so bestimmen die Grössen der einen. 
Art eindeutig die der andern und umgekehrt, q. c. d. 

Dann ist aber auch das Gebüsch (4) und damit die Fläch 
2^ eindeutig bestimmt, deren Steiner'sche Fläche (2) die ¥ 
Fläche der R\ wird, wo die Coefficienten k^' mit den K^in {\ 

identisch sind. 

III. „Bekanntlich ist aber eine allgemeine binä 
Form f neunten Grades stets und zwar nur a 
eine Weise als Summe von fünf neunten Potenz 

{(X — OL^] darstellbar. Dabei sind die a^ die Würze 

ihrer (Sylvester'schen) Canonizante. 

Andererseits geht durch irgend neunPunlc^ 
einer cubischen Curve (N^ stets nur eineFlä(^ 

dritter Ordnung F, die die Curve stützt." 

In der That überzeugt man sich sofort, dass die letz 
Eigenschaft einer Fläche dritter Ordnung zehn (in den Co> 
cienten lineare) Bedingungen erfordert und wir wissen zugl 
aus Früherem , dass wenn die neun gegebenen Punkte d'mjrci 

eine Form a^ = dargestellt sind, die zugehörige Fläche fce/fle 

andere ist als 

(11)F -a.3.3.8 =0. 

Aj Ag Ag 

Und genau wie in Nr. 137 folgt dann die Reihe von Sittzen; 





'6 
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IV. „Die zur Gruppe der 0'"°, r°, 2^, 3*", 4 
Polaren von /'apolare Gruppe stelltresp. dieoo, 

Qo*', Qo*, 00*, QO^ (lineare) Schaar der der Curve um- 
schriebenen P o In e uu -ach t-siebeu-sechs- fünf flache 
der Fläche dritter Ordnung F (11) dar. 
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Tmletzten Fa 
,(ii9 Pentaeder* 



I gieb t es 
'on F." 
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8peciell mit Rücksicht auf das letztere folgt dann ans der 
Art der obigen Uraformiing unserer Formelu der merkwürdige 
Säte: 

V. „Die Sylvester' sehe Canonization der qua- 
*ertiüren (ganzen) Form dritten Grades (d. Ii. ihre 
UarBtelluiig als Summe von fünf Cuben) ist ooll- 
men identisch mit der Sylveater'Bchen Canon i- 
katioii der binären Formen nennten Grades {d. h, 
i lirer DarBtellung als Summe von fünf nennten 
t* o t e n z e n). * 

Denn dase die eratere Darstellung auch auf unserem Wege 
lieh nur als eine einzige ergiebt, folgt indirekt sofort. Denn 
tn andern Falle wäre auch die zweite Darstellung eine mehr- 
Äeulige, was, wie auch aus dem Satze IV. hervorgeht, unmög- 
lich ist. 

Dies mag ge&Qgen . um die Bedeutung des Apolaritäta- 
Ktandpunktea auch fUr die Flachen dritter Ordnung erkennen 
ea lassen. Die mancherlei weiteren neuen Eigenschaften, die 
koH der Übertragung der fij^-Siitzc auf diese Flüchen resultiren, 
tnSgen unberilcksichtlgt bleiben. 

201. Wir haben uns die Involution ursprünglich durch 
-atwei Quadrupel gegeben gedacht, d. h. wir nahmen zwei der 
Vurve Nj (tp) umschriebene Tetraeder an, die dann nebst noob 
Unendlich vielen andern einer bestimmten Hnrwitz'schen H^- 
liJnrTe ein beschrieben waren. 

Diese Involunonatjnadrupel sind leicht durch ein Fliichen- 

bQachcI auszuschneiden. Man nehme eine beliebige Uaum- 

.Abeoe an. Diese trifft die beiden N^ umschriebenen Tetraeder 

je vier Geraden. Dann giebt es je einen Kegelschnitt, der 

r (>«radeu und die eine iu der Ebene liegende Curvensxe 
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berührt. Diese beiden Kegelschnitte bestimmen dann eine 
Sehaar. 

Vj) „Jeder Kegelschnitt dieser Schaar wird 

(ausser von zwei festen) von vier beweglichen 
Curvenebenen berührt. Diese bestimmen die 
Quadrupel der Involution" (u. dual.). 

In der That bestimmen die zwei Kegelschnitte (die selbst 
in der angenommenen Ebene durch die zwei Ebenenquadrupel 
von Ng bestimmt sind) ihre Schaar gerade so , wie diese Qua- 
drupel ihre Involution, q. e. d. 

Man erhält aber eine noch einfachere Construktion , wenn 
man die Involution durch drei ihrer Elemententripel bestimmt 
sein lässt. 

Es gilt ncmlich der Satz: 

Vg) „Durch irgend drei Raumpunkte P^P^P^^ geht 

eine einzige H -Curve einer gegebenen cubischen 

Curve cp. Die 9 um- und ihr einbeschriebenen Tetra- 
eder erhält man so. 

Man verbinde die drei gegebenen Punkte durch 
Ger&den p^p^Py die in ihrerEbene liegende Axe 

(von 9) sei a, ihre Ebenen an 9 a^, a,. 

Dann bilden die QuadrupelvonEbenen von cp, 
die (ausser den festen Ebenen a^, a^) die Kegel- 
schnitte der dem Vierseit p^p^p^a einbeschriebenen 

Schaar berühren, die gewünschten Involutions- 
tetraeder" (u. dual.). 

Der Beweis ist dem vorigen ähnlich. Jeder Kegelschnitt 
der Schaar wird von sechs Ebenen der Curve 9 berührt, von 
denen aber zwei immer die festen Ebenen a^ a^ sind. 

In der Schaar existiren drei zerfallende Kegelschnitte, 
die drei Paar (Jegenecken des Viersei ts (a p^ p^ p^. Jedes 
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Paar besteht aus einem Punkte P^ und dem Schnittpunkt von 
a und p^. 

Mitbin sind die von den Punkten Pj an cp gehenden 

Ebenentripel in der That Elemententripel der Involution. Und 
die ein solches Tripel (P^) zum Quadrupel der Involution er- 
gänzende vierte Ebene von cp ist die dritte (ausser a^, a^) vom 
Punkte (a p^ an cp gehende Ebene. q. e, d. 

202. Diese Bestimmungsart der Involution ist aber nur 
ein weiterer besonderer Fall : alle überhaupt möglichen 
Fälle sind mit den zugehörigen Anzahlen von Involutionen in 
folgender Tabelle enthalten, wo die Paare, Tripel etc. die 
gegebenen Elementenpaare, -Tripel etc. der Involution bedeuten : 



Anzahl Paare Tripel 



Qua- 
drupel 



1 



(22) 



3 
2 



1 



1 



1 



1 



3 
1 
2 

1 

1 

\_ _ I _. _ 

1 2 

Dabei unterliegen die Anzahlen m^ der Paare, m^ der 
Tripel, m^ der Quadrupel oflfenbar der Bedingung : 

(23) m^ -f 2 Wg + 3 m^ = 6 *). 
Die Fälle, in denen kein Quadrupel auftritt, leiten sich 



•) Genan dieselbe Bedingung galt für wtj Sechs- m^ Fünf- »/i^ Vicr- 

flache, die einer cubischen Curve umbcscbrieben waren, wenn sie Pol- 
▼ielflacbe einer (dann befstimmten) die Curve stützenden J'^ sein sollten. 
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ohne Weiteres aus dem ersten ab , indem man als Bild die R^ 

zu Grunde legt und immer drei Doppelpunkte (was man sich 
durch einen continuirlichen *) Process vorstellen kann) durch 
einen dreifachen Punkt ersetzt. 

Die Fälle mit Quadrupel leiten sich aus dem Verfahren 
des ßeweises zu den Sätzen v) mit Leichtigkeit ab. 

Für den zweiten und vierten Fall gilt dann noch als 
Modification des Hauptsatzes (pg. 247): 

Ti) ^I. Die drei Involutionen mit gemein- 
samen 4 Paaren und 1 Tripel haben noch zu je 
zweien zwei weitere Paare miteinander gemein 
nach dem Schema 

— - '^^a^i^i 

2. 9i Ts ?21 ^82 



3. Ti 9, Tai %2 
zusammen also 3. 2weitere Paare **). 

IL Die zwei Involutionen mit gemeinsamen 
2Paaren und2 Tripeln haben. noch ein einziges 
weiteres Elementenpaar gemein.*' 

Die Modificationen, die die Fläche F^ dadurch erhält, sind 

leicht angebbar und mögen unterlassen werden. 



*) Der umgekehrte Weg ist leichter ^u erkennen. Eine ^ mit drei 
dreifachen Punkten ist dargestellt durch : 
(par^ = (X-ß,) (X-ßg) (X-ßg) (X-Yi) (X-T^) (X-Tg) = ?o 
piCj = (X-a^) (X-ag) (X-ag) (X— y^) (X-y^) (^— Tg) = ?i 
par^ = (X-a^) (X-a^) (X-ag) (X-ß^) (X-ßg) (X-ßg) = 9, 

Setzt man nun etwa succ. in 9^ für ßgt (ßg + 62): ^r T3 (T3 "t" ^) 
und in 9 für a : (a -f- £ ), wo die e beliebig kleine Grössen sind, so 

lösen sich die drei dreifachen Punkte succ. in je drei Doppelpunkte auf. 

**) Für eine solche j?g reduciren sich die vier T - Procesae T. 

(cf. pg. 246) auf einen, durch den nur die 9 in die 9 übergehen und 

umgekehrt. 
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Desgleiclien unterbleibe die Uebertraguiig aller für die 
cubischeii Raumciirven gewoniioiien Sätze auf die Theorie der 
ebenen Curven dritter Orclimng, wie sie in g. 2Ö prinzipiell 
erörtert wurde, da im Wesen tlieiion keine ueuen RcBuUate 
dftbei erscheiDen würden. 

iMmit ist die systemRtiaclic Vorarbpit dieses Capitels, die 
eine künftige DaratelUing der Verknüpfung der Apolaritiila- 
vcrhültnisse in Räumen von beliebig bolien Dinionsioiien er- 
möglichen flollte, prinzipiell *) durchgeführt und es sollen im 
folgenden dritten Capitel nur noch die Grundlinien dieser 
künftigen in sehr allgemeinen Sätzen sich ergehenden Theorie 
angedeutet werden, indem eine AnKahl der wichtigsten 
VerfUlgemeinerungen der in diesem Werke unlerBuchten Be- 
KiehungeD (zum Tbei) gnnz ohne Ueweis, um nicht zu weit 
miBznboleu) fonnulirt werden »oll, wenigstens mit Angabc der 
iii diesem Werke an der betr. Stelle aufjewandteu ganz iiua- 
logcn Methoden. 



*) Es ist kainc frage, ilitig sieb im EinKoluen noch viele Lücken bo- 
L fiiulon. 8i> K. B, int ilio Invarianten theo ri'o dor binSren Form üücliileTi 
I Grail«« «ral iiitu klBinaton Thoilc vcrwurthet: so i«t von der RuMDrsI 
wielitigen Krag« (von dnr nur ein beaoDdeiur Fall pg. 330 Aoni. uDter- 
[ aocht ist], wann eine biq und ritt!« cbe Involntion durch socha Elcincnton- 
iK (oilrr Uberliaupt durch »eeh» Bodlngungcu) nocb nicht boBtimint 
tat, d. h. «• ihrdr iioäb unendlich riale git^bt wie >. B. wenn dio 
h» gflgobenen Rlonionteiipiiare A'ip ArguinentuiipaarG der Doppvlpuiikle 
er Ü^ sind, tTragnng genommen. 
IHn die Tli«or!c dor /^ und l^ xiiMmnicnfSllt mit der Uctrachtiing 
I der drei- und viergtiedrigen Unippeii nuchBter Onlnimg auf der N orm- 
rvB «echator Ordnung (im Itaitmu von si^vhii Dimentinncn ), ans 
I der durch gcnignelo Projektion in den gewblinlichen lUutn »nd die l^bene 
D* wie iu Nr- 110, 11IJ die Jl^ und /f^ cntiloh«n , braualit wohl nui 
I Mgi-grlHni I" wcrdiit. 
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Capitel III. 
Verallgemeinerungen. 

§.33. 

Der Satz über die linearen Identitäten zwischen den gleid 
hohen Potenzen binärer Formen. 

203. Dieses Capitel möge als ein Anhang betracbt 
werdon , iler eich zur Aufgabe setzt, einige Auadehnuogt 
von im zweiten Capitel gegebenen Entwicklungen Harzuleg« 
und damit zugleich die Ziele zu bezeichnen , wie sie in eiui 
, allgemeinen Apolaritätstheorie der Normcurveo' 
die ich später herauszugeben gedenke , verwirklicht werdi 
sollen. Ea stellt sich dabei immer mehr ats leitendes Frino 
heraus, eine oder mehrere algebraische Formen in voi 
achricbene canonische Formen (Potenzensummen etc.) i 
bringen. 

Die geometrischen Auadrtlcke ans der Theorie der BSun 
von d Dimensionen (spec. Apolari tu tsäusd rücke) sind nach di 
früheren Definitionen so einfach zu verstehen, dass sie kau 
erläutert zu werden brauchen. So z. B. trägt (stützt) in elng 
solchen Uaume eine Fläche n"^ Ordnung F (o° = 0) ril 
(Norm-)Curve <?" Ordnung (und Clasae) [px^ = fw^ X\ i=0, 1,.. j 
wenn sie alle der Curve umschriebenen Flüchen zweiti 
Claase («* ^ 0) stützt, und dies ist wieder der Fall , wenn A 
letzteren auf allen Polarflächen zweiter Ordnung der Flacl 
F (d. h. den Flächen a* = 0) ruhen (d. h. ihl 

bilinearen Invarianten verschwinden), etc. etc, 

Die erste Erweiterung erfahre der Potenzen -Satz d« 

pg. 330. Sie lautet zunächst: 

«) „Durch „d-\-l" binäre Formen (f Ordoan 
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lni)8tetB(iinAIIgemeinen)2* — (li+l) = S weitere 
olcbe Formen in eindeutiger Weise bestimmt 
fon der Art, daas nicht nur zwischen den siimmt- 
ichen 2* Formen {wie bekannt), sondern auch 
iwischen ihren (^Madra^en S li neare Identitäten 
itattfindon." 

Oder in georaetriBcher Redeweise; 

«,) „Diirch„dH-l" Punkte im Kaumo von d Dimen- 
joncD sind alets (im Allgemeinen) 2* — (^-f"') = S 
reitere (in eindeutiger Weise) bestimmt, die mit 
Inn ersteren die Grundpunkte einer qo*~' linearen 
(chaar von Flächen zweiter OrdnungF, bilden, 
lie alle eine gegebene Curve ^' Ordnnng (von 
licht speeieller Nutur) stiltze n." 

„Besieht man die Funkte auf diese Curve als 

lormcarve (des bezüglichen Raumes), so ist 

«der durch eine biniire Form d*" Ordnung darge- 

Daiin sind die Darstellungsformen der 

jd-J-l" reap. der 5 weiteren Punkte gerade die 

rmen des Satzes a.)." 

Der Beweis fllhrl aich genau wie dort. 

Dass nicht etwa schon zwischen den Quadraten der be- 
Sebig gegebenen „il -|- 1" Formen lineare Identitüten statt- 
ifindcn, sieht mau am besten aus der geomctriHchon Auffassung, 
i sonst durch die gegebenen d-\-\ Punkte eine höhere ala 
i'~' Schsar von F^ der verlangten Art gehen müsatc, was un- 
tiSglicb ist. 

204. Fragt man ia analoger Weise nach dem ent- 
qirecbenden noch allgemeineren Satze für die Mentltüten 
jBwiecfaen den p'"' Potenzen binärer Formen, so ergiebt sich ala 
Intwort *): 



•JI 



■ aiaJ dtDD auch oOeabkr alle lineareD Iileotitlton awiiclion 
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ß) „Durch beliebig gegebene ,jpd — (d — 1/' 

binäre Formen d*®' Ordnung sind stets (im All- 
gemeinen) 2>^ — [pd — (d — 1)} = 

(p-lf {1 p^-' 4- 2 /-« 4- 3 i> ^ + . . . (d-1) /} = 5 
w.eitere solcheFormen in eindeutiger Weise und 

der Art bestimmt, dass zwischen den p**° Potenzen 

der sämmtlichen 2>*Formen 8 lineare Identitäten 
herrschen." 

Oder geometrisch : 

ßj „Durch beliebig gegebene ,,pd — (d — 1)" 

Punkte im Räume von dDimensionen sind stets 
(im Allgemeinen) S weitere (in eindeutiger Weise) 
bestimmt, die mit den ersteren die Grandpunkte 

einer QD^~Minearen Schaar von Flächen ^^^^^ Ord- 
nung!^ bilden, die alle eine gegebene Curve d'*' 

Ordnung (die nur nichtvon spezieller Natur sein 
darf) stützen. Die Darstellungsformen der 
^pd — (d — l)*' resp. der 5 weiteren Punkte sind 
gerade die des Satzes ß)." 

Auch hier ist die Beweismethode eine der damals ent- 
wickelten ganz analoge : sie möge jedoch an einem einfachen 
Beispiel recapitulirt werden. Es sei d = 2, pzizSy also 

pd — (d — 1) = 5, 8 =/ — 5 = 9 — 5 = 4. 

Demnach seien gegeben irgend fünf quadratische binäre 
Formen : 

(1) 9ü fv ?2' ?3^ ?4^ 

dann bilden ihre Guben eine fünfgliedrige Gruppe sechstem 
Grades. Statt dieser substituiren wir vorerst eine ganz all- 



^ten Potenzen bhiäror Formen, die es im Allgemeinen überhaupt 
giebt, d. h. solange den Formen keine speciellen Bedingungen aoferkigt 
werden. 
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gwneine solche (iruppe (einer i?') , die aus doii Formen 
«chstcn Grades 

(2) Xo- X,' Xi' Xs> X, 
linear constituirt aei. Eine Form gecbsten Grades gehört dann 
Jw Gruppe (2) ac, wenn ihre Wurzeln {X^ X^. . . X^) dem 
i^lmittpunkttheorem der äJ (2) : 

(3) a, = 0, ft_ = 
pallgon. Nun erhiilt man die in der Gruppe (2) enthaltenen 
»«»llätäiidigcn Cuben *), wenn man in (3) je drei und drei der 
i gleichsetzt : 

(4) X, = )^ = X, = (1, ; X, = X, = X„ = |i.. 
Dadurdi gehen die Formen (3) über in: 
(5) al = 0, t] = 0, odei- (ijij (.^ = 0, h^^^ ,,» = 0, wo 

(6) g' = t^i + J'*' o[ = ^i i^i 
""J die Gleichungen (5) ein Büschel von Curven dritter Ord- 
""S (in irgend einer Ebene) darstellen, die alle einen Norni- 
*eel8chnitt der Ebene stützen. 

Die Gnindpunkto des Büschels (5) , auf den Normkegel- 

"mtt bezogen, stellen die neun quadratischen Formen dar, 

*"«n Cuben der Gruppe (2) angehören. Diese ist aus irgend 

***»<■ der neun Guben znsammenaetzbar , dann besteht zwiacheti 

**«n und jedem der vier weiteren Cuben eine lineare Identität, 

^^thin »wischen den neun Cuben vier solche Identitäten. 

Umgekehrt nehme man als die eratoreu tUnf Cuben 
diejenigen der fllnf beliebigen Formen (1): dann sind durch 
*>etlie vier weitereu eindeutig bestimmt. 

Würde aber schon zwischen den Cuben der Formen (1) 
ciue (resp. mehrere) lineare Identitäten herrschen , so erhielte 

•) D. h, also (Ij'ajenigeD Liiioargebildo n^ = 0, diu dio Jl^ «n «wel 
Uelltn (wonlltea. 
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man in diesem Falle statt der zwei Schnittpunktgleichungen 
(3) drei resp. mehrere, sodass die bez. Curven dritter Ordnung 
(5) mindestens ein Netz bilden würden. Da es aber nur ein 
Büschel von solchen geben kann , die durch fünf beliebige 
Punkte der Ebene gehen und einen Kegelschnitt stützen, so 
ist die gemachte Annahme unmöglich, und der Beweis voll- 
ständig erbracht *). 

Irgend ein gemeinsames Poldreieck des Curvenbüschels 
dritter Ordnung (5) stellt (auf den Normkegelschnitt bezogen) 



*) Die linearen Identitäten zwischen den neun quadratischen Dar« 
stellungsfornien der Grundpunkte des Curvenbüschels dritter Ordnung (5) 
sagen unmittelbar noch eine andere Eigenschaft dieser Punkte aas. 

Greift man nemlich irgend sechs derselben heraus (deren Gleichungen 
r/j = seien) , so ist die oo^ Schaar Yon Gurren dritter Klasse A3, für 
die die Punkte ein Polsechseck bilden, dargestellt durch : 

SA:, C7f = 
und die ihr mit dem Normkegelschnitt N^ gemeinsame Tangentenschaar 
durch : 

S *, fi = 
wo die 9 die bezüglichen Darstellungsformen der sechs Punkte sind. 
Da aber zwischen je sechs unserer neun Darstellungsformen eine be- 
stimmte lineare Identität stattfindet, so gilt: 

,,Wenn ein Kegelschnitt auf einem Gurre nbüschel 
dritter Ordnung ruht, so gehört zu je sechs der neun 
Büsohelgrundpunkte immer ein bestimmter Punkt der 
Ebene, der mit dem Kegelschnitt eine'solch e Gurre dritter 
Klasse bildet, dass die sechs Punkte ein Pohechseek der- 
selben bilden.** 

Umgekehrt ist leicht zu sehen, dass für ein beliebig gegebenes 
Gurveubüschol dritter Ordnung kein auf ihm ruhender Kegelschnitt 
existirt, sondern dass eine bestimmte Gombinante (dritten Grades) des 
Büschels verschwinden muss, wenn dies eintreten soll. 

Der eben angegebene Satz ist ohne Weiteres auch für den allge- 
meinsten Fall des Satzes ß (ß^) auszusprechen, was dem Leser fiber- 
lassen bleibe. 
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le Forni sechsteti Gradea dnr , die der Gruppe der fünl' 
Cub«n von (1) uud damit der neun Guben der Daialelluiigs- 
iformeu der Grundpunkte des Büschels angehört. Vier Wurzeln 
einer solcbeu Form (Xj X^ X^ \J kunu man beliebig an- 
Behinen: dann sind die beiden andern eindeutig bestiüliiit, 
Hau bat nur die linearen Polaren das Punktepaai'ee (.J-,X^) (X^XJ 
in Beaug auf irgend zwei Gurven des BUscIiels zu coustruiren: 
ihr Scbnittpuukt (X^ X^.) liefert die beiden Kestwurzcln. 

Ziun Beweise des allgemeinen Satzes genUgt ee, uocb an- 
Kugcbea, erstens, dass die Zahl der Gonstanten einer F , die 
(iu einem Räume von ä Dimensionen) eine Curve if'' Ordnung 
(Nj stützt, gleich pd ist, denn durch irgend welche pit Punkte 
luf solcher Gurve 

(7) /■ a\' = 

ht nur eine einzige die Curve stützende F : (cf. Nr. 1 12) 

(''^- ^.!.-iS = ''' 

zweitens, dass sich im Räume von d Dimensionen d Flachen 
' Ürduung F^ in p^ Punkten treffen, die dann die Gruud- 
punkte einer oo ~' linearen Schaar bilden. 

Daher kann man gerade ^ptl — (d — 1)* Formen d"' Ord- 
nung gaus beliebig wählen: dann ist alles Übrige dadurch be- 
stimmt. 

Das Produkt der Darsteliungsfoniieu vou p Punkten bildet 
fUun und nur dann eine Form der durch die j>^ Formen des 
Satzes ß) gebildeten Gruppe, wenn sie ein Pol-j^-eck der 
~' Fläcbenachaar j/" Ordnmig bilden. 

Weitere Eigenschaften dieser Üonfiguration erhält man, 
'wenn man den allgemeinen „StUtzsatz", der bald zur Sprache 
kommen wird, auf sie anwendet. 

Bezeichnet man die Zahl der gegebenen biniirtii Formen 
I äatzea P) mit g, so ist: 

W. Kr. Ile,.t, ApolMiui. '^'i 
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Demnach kann man ausser der Zahl g noch die Zahl|} 
resp. d ganz beliebig annehmen ^ vorausgesetzt, dass g — 1 den 
Faktor I? — 1 resp. d enthält. Ist das eine der Fall, so auch das 
andere und umg. Die Zahlen p und d kann man selbstver- 
ständlich vertauschen. 

§.34. 

Der Satz über die canonisclie Form der »»Untergruppen" von 

Gruppen binärer Formen. 

205. Vorangeschickt werden zwei Definitionen: 

a) Ist irgend eine ^-gliedrige Gruppe n**' Ordnung (von 
binären Formen n'**"^ Ordnung) gegeben, und seien irgend welche 

k (k <C g) linear unabhängige Formen derselben : 

W Xiy Xa^ • • • Xk' 
so heisse die aus diesen zusammengesetzte Gruppe ,, eine i-glie- 
drige Untergruppe^ der gegebenen. 

b) Die bekannte Bezeichnung „oo" Schaar" für eine 
Schaar (von Elementen), deren Mannigfaltigkeit eine m>fach 

ausgedehnte ist (so dass oo ^ eine endliche ganze positive Zahl 
bedeutet), soll auch auf den Fall eines negativen ganzen m 
(ni == — m') ausgedehnt werden. Dann bedeutet eine 

(oo "~"™ Schaar) Schaar von Grössen (Formen , Bedingungen, 
Eigenschaften etc.), dass m' Bedingungen erforderlich sind, 
damit solche Grössen (und dann in endlicher Anzahl) existiren. 
So z. B. hat das Gleichungssystem : 

(2) S a,^ a;^ = (r = 1, . . 4, t = 0, 1, 2) 

r 

im Allgemeinen ein Lösungssystem (d. h. eine oo Schaar) der 
(homogenen) Unbekannten x: dagegen das dazu reciproke: 

(3) Sa,,y, = 

eine (oo ""^ Schaar) Schaar von Werthsystemen y, da das Ver- 
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iVm<IeD der voUatäiidigeii Determinanten de« .Syglems (3) 
.(was Kwei Bcdinginigeu aequivaleiit ist) erforderlich ist, wenn 
eine Lösmig der Gleidiinigeu (3) vorhanden sein soll. 

IJann lautet unser allgomeinster (umkehrbarer) Satz 
Über Bolche /;-gIiedrige Untergruppen einer [d -j- l)-gliedrigen 
Gruppe von binären Formen n'" Ordnung, die aüinrntlicb ^ 
lineare Kaktoren (X— 5,) (X— 3,} ,. . (X— S^) {]i = l, 2, .. »t— 1), 

die S als verschieden von einander vorausgesetzt 
werden, gemein haben, der also als Ausdehnung der Sätze 
Kr.l77, 198 zu betrachten ist (cf.auchpg.äl), tülgeudermasaeu 
(wobei die vier Zahlen n, d, k, y,, abgesehen von den evidenten 
Ungleichboiton unter ihnen, ganz willkürlich sind): 

Y,)„Die Mannigfaltigkeit einer solchen Untor- 
rappQ ist 
1(4) m = k(d-\- [-Ic) - fi (/.■-!) = /.■ d - (A + [1) (A-1). 

f^) Dann gehört zu jeder solehen A-gliedrigen 
lUnlergr uppe der gegebenen in ein- eindeutiger 
kehrbarcr Weise eine Gruppe von 

(5) p = (i— d— 1 -f- A- 
rnien, die eine p-güedrige üntergrupp«. dor 
(n^d)-gl iedrigen zur gegebenen (d-\- l)-gliodrigoii 
eonjugirten (4ruppe durstellt und folgende Kigen- 
thUmlichkeit besitzt. 

Jede Form dieser p-güedrigen Untergruppe 
IXsst eich in der canoniecben Gestalt schreiben 

(0) a X, (X-6/ 

WO die 6 die obigen, die x wechselnde Coei'fi- 
cienten sind.'' 

Damit ist das Problem der Auffindung solcher gemein- 
Bamcn Faktoren auf ein Problem der Canonizimng binärer 
Formen spec. ihrer Darstellung als Summen von n"" Potenzen 
curQckge fuhrt. 
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Ist m negativ , so involvirt die Darstellung (6) d i e n o t h- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen, dass 
die ft-gliedrige Untergruppe der gegebenen einen festen Faktor 

fi*®*^ Ordnung besitzt. 

Ist die zur gegebenen conjugirte Gruppe dargestellt durch 

(7) ax, 6x> • • • i^—^X 
so wissen wir, dass eine Form f dann der gegebenen Gruppe 
angehört, wenn ihre Wurzeln den Gleichungen 

(8)a^==0, 6^ = 0, ...(n— d)^ = 
genügen. 

Yjj) „Dann zieht jede |?-gliedrige Untergruppe 

(der zur gegebenen conjugirten) der Gestalt (6) eine 
jp-gliedrige Untergruppe der Gruppe (8) nach 
sich (und um g.), deren sämmtli che Individuen die 
Gestalt besitzen: 

(9) Si X. t]>(S,) = 0, wo 

(10) <KX) = (X-x,) (x-x,) . . . (X-xj 

und die x und die S die obigen sind.* 

Um den Inhalt der Sätze auch geometrisch auszudrücken, 
sagen wir: „Die Punkte x unseres Raumes von d Dimensionen, 
die eine Gleichung a^zzz befriedigen , erfüllen ein Linear- 
gebilde (d — l)*®'^Dimensiou(Stufe)": solche, die k Gleichungen 
a = 0, 6^ = . . . i^ = Ö befriedigen, erfüllen ein „Linear- 
gebilde (d — kf^^ Dimension". Dann haben wir: 

Y^) „Es giebt immer eine oo° Schaar von 

Lineargebilden (d — k) Dimension, die mit der 
rationalen CurveJZ* 

n 

(11) pa:, = cp,(X) (» = 0, l,...d) 
(wo die cpdie gegebene Gruppe bilden) |i Punktee 
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emein haben. Deren Argumente (aufdcrC 

tlmmen sich durch die Gleichungen (9)." 

206. Zum Beweise haben wir vorerst dio Formeln (4) (5) 
BAchzuweisen: dazu dient der schon vonGraasmann'^''' erkfinntr 
HillfBeatz: „Ein Lineargebilde (d — /')**' Dimension (im Räume 
Ton d Dimensionen) hängt von /• (d -j- 1 — k) Conntanten ab." 

In der That hüngen l' Gleichungen der Form 
(12) a^ = 0, A^ = 0, . .. Jt, = 
von kd Oonstanten ab: da das Lineargebllde aber n:ir von der 
^Gruppe" dieser Gleichungen abhängt, so kann man statt Jeder 
«ne beliebige linvarc Coinbination aller eintUhren, was k {k — 1) 
willkürliche {nicht homogene) Oonstautca involvirt, durch dio 
ebenso viele der ursprilnglicheii zum Verschwinden gebracht 
werden können, tj. o. lI, 

Diese Constantenanzahl des Lineargebüdea (12) ist offenbar 
KUgleich die Mannigfaltigkeit einer A-gliedrigen Untergruppe 
der gegebenen {d + l)-gliedrigen (1 1) überhaupt d. h. also 
wenn p =: ist. 

Soll diese Untergruppe ninen gemeinsamen Kaktor ji" 
'Ordnung haben d. h. snil das Lineargebilde mit der Curve 
Ä* (U) p Punkte gemein haben, so zählt dies ftir jeden 
wichen Punkt (k — I) Bedingungen, mithin für alle ji ^ji (A— 1)". 
Damit ist aber Formel (4) erhilrtet. 

Die Formel (5) beweisen wir zunächst lür den Fall k^l. 

Da ein Gebilde « ^ die Curvo H* immer in n == p -|- 
(n— p) Punkten trifft, so kann man au» den n — d Schnittpunkt- 
gleichnngen (S) immer n — d — (w — {i) = p — rf linear unab- 
hängige so auswählen, dass sie durch Eiusetzen der p Argumente 
8„ für irgend p der« Kiemente X identisch erfilllt werden: 
dum verbleiben noch i( — p Reatgleiciningen, die gerade aus- 
reichen, wm die fehlenden n — p Restargumente zu berechnen, 
q. e. d. 



358 Ver«l1gemcberiineB,.. 

Gelien wir zum nächsten Fall k ^ 2 über, bo ^eB 
iliireh die [i Punkte ?„ (der 7t^) nocli eine oo ' (liueare) Schaa^ 
von Gebilden m^ = 0: dulier kaun man von den i 
punkten (Reatargum eilten) noch einen willkürlich annehmen;: 
erst dann sind die übrigen eindentig bestimmt. Diese Wil 
kUrUchkeit des einen Argumentes hat zur Folge, dass ausaor 
den ji—rf ausgewöiilten Gleichungen noch eine weitere (I in etf 
von jenen unabhätiglge) identisch versehw ludet, 

Endlich, wenn^allgemein, giebt es'noch eineoo " (linearBl 
Schaar von Gebilden m^ ^ 0, die die [i, Punkte S aus da 
Curve ausschneiden: von den n — ji Restargiiinenten ahid nocÄ 
k — 1 ganz willkOrHch und es lassen sich somit aus den n 
Sehn ittpuiiktgleichun gen (ji — d) -+- (A — 1) identisch verschwij 
dende (uud linear unabhängige) auswJihleu. Damit ist die Form 
(Ö) abgeleitet. 

Es ist besonders erwiihnenswerth, duea „beide Foriool: 
(4) (5) von H d, i. der Ordnung der binären Forme: 
<f (11) ganz unabhängig sind«. 

Dass aber in der That die so atisgeaseichnete ^-gliedrig 
Untergruppe der zur gegebenen eoujugirlen (7) sich in da 
Gestalt (6) schreiben liisst, beweist man genau wie damals beti 
„zweiten" Beweise (pg. 335). 

207. Da (cf, pg. 334) aber der „erste" Beweis instruktirp 
erscheint, so mögen hier die beideu Hauptmomente deaselbe 
in allgemeiner Form betont werden. Mit Hülfe ihrer erledii 
sich der Beweis selbst sehr rasch. 

Erstes Hauptmoment. Wir gingen damals von deuLSsunj 
Systemen h linearer Gleichungen mit v homogenen Unbekannb 
((j ^ A) über xu denjenigen r linearer Gleichungen mit h hom 
genen Unbekannten, dereu Ooefficientenmatrix sich von < 
der /'Gleichungen nur durch Vertauschuiig der Horizont! 
imd Verticalreihen unterschied. Und zwar sind dabei der Reib 
nach die Fälle zu unterscheiden, wo nicht alle voUständiei 
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Determinanten (Kerne) der Matrix^ zweitens ^ wo zwar diese, 
aber nicht alle ersten Unterdeterminanten (Unterkerne) «ver- 
schwinden etc. 

Dies ist jetzt genauer zu untersuchen. 

Im ersten Falle haben bekanntlich die h Gleichungen noch 
eine oo ▼— *»-i=^ (lineare) Schaar von Lösungssystemen und 
umgekehrt die v Gleichungen eine oo J»~v— i=-in' g^haar solcher 
d. h. es müssen alle Kerne der Matrix verschwinden (was ni 

Bedingungen aequivalent ist), damit eine (= oo ®) Lösung existirt. 
Es gilt also die Relation : 

(13*) m—m' = — 2 oder m' = m + 2. 

Verschwinden alle Kerne der Matrix (aber nicht alle 
Unterkeme erster Ordnung), so reduciren *) sich die h Gleich- 
ungen auf A — 1, und somit steigt m auf m -{- L 

Umgekehrt, wie eben gezeigt, wird jetzt m' = 0, also in 
Zeichen: 

(13^) w„ = m + 1 : m\ = 0. 

Verschwinden weiter alle ersten Unterkerne (aber nicht 
^le zweiten), so reduciren sich die h — 1 Gleichungen wieder 
lim eine : andrerseits steigt m -{- 1 um Eins, also 

(13«) m^ = m + 2, m\ = 1. 

Denn die v Gleichungen haben jetzt eine oo^ (lineare) 
Schaar von Lösungen, da auch sie sich um eine d. h. auf v — 1 
reduciren. Geht man so weiter, so folgt : 

Erster Hülfssatz. „Verschwinden alle v**" Unter- 
kerne einer Matrix mitA Zeilen und v (^ h) Co- 
lon nen {aber nicht alle (v-{- 1)^"}, so haben die 
h linearen Gleichungen mit v homogenen Unbe- 
kannten (und den Elementen der Matrix alsCoef- 



*) Oder was dasselbe ist, es herrscht zwischen den /» Gleichungen 
«ine lioeftre Identität, 
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ficienten) eine lineare Schaar von LösungssjB- 
teraen, deren Mannigfaltigkeit ist: 

(14) w^ = iw-f-v-f-l = v — Ä-f-v, 

andrerseits die reciproken t; Gleichungen mith 
homogenen Unbekannten (und derselben üoeffi- 
cientenmatrix) eine solche lineare Schaar von 
Lösungssystemen, deren Mannigfaltigkeit ist: 

(15) m\ = V (V = 0, 1, 2, . . .) 

Nur für den Fall, wo nicht alle Kerne der 
Matrix verschwinden, wird m\ negativ = — m 

und zugleich von m abhängig: dann ist (15) zu 
erse.tzen durch: 

(13*) w' = fw 4- 2 = v—h + 1. 

Zweites Hauptmoment. Dieses beruht auf dem oft ge- 
brauchten Satze: 

Zweiter Hülfssatz. „Soll eine binäre Form 

n^*^ Ordnung f als Summe von (n — k) n**° Potenzen 
(X — 5 )° darstellbar sein, so sind die 8 die Lösungs- 
systeme der = Ogesetzten, nach (w — k) Elementen 

polarisirten Ä;**" Differentialquotienten von f 
und umg.^ 

Jetzt kann der Beweis unserer Sätze y) kurz so geführt 
werden : 

Die Formel (4), die die Mannigfaltigkeit der X;-gliedrigen 

Untergruppe der gegebenen mit festem Faktor fi**' Ordnung 
darstellt, wird wie oben abgeleitet. Dann föhrt man so fort: 

Nach Voraussetzung existirt ein Lineargebilde (d — k)^ 
Dimension, welches die Curve JB^ in |i Punkten (5^ . . 8 ) trifft ; 
mithin geht durch diese noch eine oo ^~^ (lineare) Schaar von 
Gebilden u = 0, deren jedes (n — |i) variable Restpunkte 

\ \ ' ' ^— üi *"^ ^®^ Curve ausschneidet. 

Man entwickle die (n — d) Schnittpunktgleichungen (8) 
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nach den aus den X^ . . . X„_„ gebildeten 5. (i = 0, 1, . . n — |i): 
dann sind , wie wir wissen , die Coefficienten der s^ in jeder 

Gleichung die nach den fi Argumenten 5 polarisirten (n — (i)**" 
Differentialquotienten der bez. Schnittpunktform (7) a^ resp. 

63^ etc. 

Diese n — d in n — |i -|- 1 homogenen Unbekannten {s^ 

linearen Gleichungen sollen nach Voraussetzung eine oo''^^ 
Schaar von sie erfüllenden Werthsjstemen besitzen , mithin ist 
nach (14): 

(16) m^ = i— 1 = (n— fi +1) — (n — d) -f- v demnach: 

(17) V = fi-d + k—2 = w/ (nach 15).. 

Die Formel (17) liefert nach dem ersten Hülfssatz *) die 
Tjösungsschaar der n — fi -f- 1 reciproken Gleichungen (mit 
^i — d homogenen Unbekannten). Diese sind abernichts 

anderes, als die= gesetzten (n — fi)**°, nach den 
|A Argumenten S polarisirten Differentialquo- 
tienten einer Form der Schni ttpnnktfor.men- 
gruppe: 

(18) k^a^ + Jc^b^ + ... *(„_^j (n-d)^ 

^vro die h ein Lösungssystem der o) ^ (17) Schaar darstellen. 

Demnach existirt nach dem zweiten Hülfs- 
satz eine 00^= 00 l^—^+J^-^ Unehre Schaar d.h. eine 
j? = v-4-l = P' — d -{-k — 1-gliedrige Untergruppe 
^er Gruppe der Schnittpunktformen (7), deren 

«ämmtliche Individuen als Summen derfi n**" Po- 
tenzen (X—8y^)" darstellbar sind.^ 

Dieser Beweis ist, wie evident, sofort Glied für Glied um- 
kehrbar. Polarisirt man wieder rückwärts die oo ^ Schaar der 



*) In dem Ausnahmefalle, wo die Formel (15) durch (13<^) orBctzt 
worden müsstei wird v =: — l also ^ s=: 0, was inhaltslos ist. 
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Potenzsummen (18) nach den (i Argumenten S^ so resultirt 
die Formel des Satzes y^). 

208. Wir richten nunmehr unser Augenmerk auf den 
besondern Fall, wo die Mannigfaltigkeit unserer A;-gliedrigen 
Untergruppe (1) (und damit auch der entsprechenden p-glie- 
drigen) =0i8td. h. wir suchen alle endlichen \1 nt er- 

gruppen (einer gegebenen 7i^ Ordnung), deren 

Individuen sichsämmtlich aus denselben |i n^^ 

Potenzen (X — 5»)° linear zusammensetzen. 

Setzt man den Werth von d -f* 1 — ^ aus Formel (5) in 
(4) ein, so ergiebt sich 

(19) m = fi — kp 
d. i. die Beziehung zwischen k und p. Unsere Bedingung, 
m = 0, liefert somit zunächst: 

(20) |i = A^ 
und setzt mau dies in (5) ein: 

(21) d = (p 4- 1) (A-1). 
Wir behandeln vorerst einzelne Fälle, indem wir j) und k 
spezielle Werthe ertheilen. 

Für p = l,k = 2y hat man |i = 2, d = 2. 

Dies ist der Fall der Doppelpunkte der JB^, deren Zahl 

bekanntlich -- -^ Mst, während die Zahl der Schnitt- 
punktgleichungen sich auf n — 2 beläuft. Daher hat man: 

„In einer allgemeinen Gruppe von v binären Formen der 

V (v H- 1) 
Ordnung n = v -f- 2 giebt es o = — ^^ Formen f der 

Gestalt: 

(22) f.- a, (X— 8a/ + (H (^— Sa/-'' 
Zweitens sei p := 2, k =i 2] dann wird (i = 4, dt =: 3. 
Dies tritt für die vierfachen Sekanten einer JB* ein. Wendet 
nian die bekannte^^^ Formel fUr die vierfachen Sekanten irgend 
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fthier algebraischen Raumcurve auf die rationalen an, so be- 
rechnet sich ihre Anzahl als 

r23^ . - ("-2) ("-^) (»-3) («-4) 

Dies liefert 

^In einer allgemeinen Gruppe von v binären Formen der 
Ordnung n = v -f- 3 giebt es 

Involutionen f -\- k<p, wo 

(24) ' '^ •"' (t = l,2,3,4).« 

Mt = S ft. (X-8.,)» 

Die Zahlen a, s habe ich durch Induktion auf den all- 
^^^ einen Fall ausgedehnt, wo eine iJ* eine endliche Zahl von 

^"^oargebilden (d — it)*" Dimension besitzt, die .sie in fi Punkten 
^ft'en und dann an einer Reihe einzelner Fälle, wo die direkte 
^**«chnung möglich war, verificirt. Es wurden der Reihe 

^^^li bei variirendem k die Fälle 2? = 1, 2, etc. durchgeführt. 

^^:in ergab sich als allgemeines Resultat: 

n 

b ^^ _x« ._„ "lUT^i-- 1 _- l •x_x _• Tld 



8) I. „N immtmandie ganzen positiven Zahlen 

^kganjsfbeliebig^n (nurso dass v^p — 1), woraus 

^^ h die Zahlen (7, w=:v-f-^»M' gemäss (20), (21) in 

«timmter Weise ergeben, so besitzt eine R^ 

^e en dlic he Anzahl von Li ueargcbilden (d — k)*" 
imension, die mit der Curve (t Punkte gemein 
^ben, von folgendem Werthe: 

f »^.^ (v-t-A— l)(v+ *— 2) . . ..y (v+^•— 2)(v+/.— 3) .^.(v— 1) 

- " 1 . '2'. k: "2. ^ 3. .... (Ä;+iy 

(V -j_ k—p) .... (y—p + 1) , . 

P (^«^ + P 1) P'^ 

II. ^In einer allgemeinen Gruppe von v binären 
f^ormenderOrdnung n =v+ dgiebteseine end" 



iL 



3(:4 



sC) 






edrigen UiitergrH|ipel| 
(Iltcii Individuen sicli sämmtlich aus den |i n^ 
Potenueii (X — S^)" linear zusammen aetzen, wo f^ 
jede dieser Untergruppen die 2 je dieselb^^ 
Bind." 

Damit ist das angegebene I'roblera in allgemeinster Wei« 
gelöst (indem alle nur mögiicheu endlichen Untergruppen da 
verlangten Art sich im Satze S II vorfinden). 

Der angegebene Wertli für «*y steht natürlich unter dej 
Verantwortlichkeit des Autors, 

209. Von der weiteren unabsehbaren Reihe von Fällei 
(im ^ 0) mögen etwa noch zwei herausgehoben werden, 
namentlich der zweite auf eine wichtige Eigenschaft einfl^ 
Bpecicilen Klasse von Gruppen binSrer Formen führt. 

Der ernte handelt von den 8-fachen Punkten einer Ür^. 
Hekanntlich exiatiren aolche (abgerechnet den BelbetveratHud- 
licheu Fall S = 1) nur (ür d = 2, 5 ^ 2; diese sind schoi^g 
oben in Betracht gezogen. Im Allgemeiuen dagegen ist (nM 
(4) (5)) 

(26) — m = rfo — ((?+ S}, p = S—1 und denioaeJi ; 

„Damit eine ü' einen 5-fachen Pankt besitze d. b.. 
Gruppe eine d-gliedrjge Untergruppe mit einem festen F«kt<| 
2'" Ordnung, sind die »i Bedingungen nothwendig und i 
reichend, dass die zurGruppe der B conjugirte eine p^6 — "^ 
gliedrige Untergruppe enthält, deren Formen sämmtlich si^ 
aus denselben S «""' Potenzen linear zuHammcnsetzen." 

210. ZweitenB untersuchen wir solche Gruppen, die du 
System der rf**" Polaren einer Form p"' Ordnung bilden. Zu: 
niichst fragen wir, welche Gruppen dieser Ar-; 
giebt es, die allgemeiner Natur sindd. h. kein^ 
besondern Bedingungen unterliegen? 



Nelimon wir an, die Gnippe einer Ä^ sei als fr" Poinr- 
m eiuer Form f- darstellbar. Dann ist einmal 

(27) f = n+d. 
AndrCTBeita ist die Constantenzahl der R' (gleich der eine« 
lioenrgebildcs (ii^d)'"^ Stul'e im Räume von ti Dimensionen 
ich Hülfssatz pg. 357) = (rf+ 1) (h— ri). Da diese beiden Oon- 
tntenonzahlen (der R^ und der /' ) jedenfalls übereinstimmen 
[UsBen, so folgt 

(28) (d -j- 1) (n—d) =in -\- d oder ,i—d = 2. 
Mithin bilden die Schnittpunkttormeu der R in diesem 
all eine Involution. Es liLast sich aber jetzt umgekehrt 
tcbvreisen , dass die zu irgend einer Livolution fr*" Ordnung 
injugirte Gruppe aus den (n — 2)*"' Polaren einer bestimmten 
orm der Ordnnng 2 (n — 1) zuaummeugesetzt ist. 

In der That, sollen irgend(2-|- l (linear miabhituglge) 
ormen einer d -\~ l- gÜedrigen Gruppe {f^Q-)] der Ordnnng 
-|- 2 identisch sein mit den rf**" Ditlerontialquotienten einer 
onn /^M^,,) 8" ergeben sich für die {d -\- if homogenen Un- 
slcannten (Coefficienten der f) durch Vergleichung 
H>)2(l-f-2-l-34-...rf— l[ + 3(/=:d(rf— I)4-3(i=(rf4-lf— 1 
aeare Gleichungen, die ulao im Allgemeinen eine bestimmte 
lösnng hüben werden. 

Dass diese in der That immer bestimmt ist, folgt aus un- 
rem Flauptsatze f). 

Denn lehnen wir uns im Augenblick an dus schon früher 
ih&udelle Beispiel m^4 an, dann wird für die biquadratischo 
ivolution kz=l, fi:=4, d^l und somit nach Formel (4) 
&)p = 3, »i= 1. 

Demnach sind (auf noch oo ' Arten) alle zur luruhition 
Boiijugirten Formen (einer /(J) uns vier vierten Potenzen linear 
niammensetzbar: 
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(30) 9.(X) = a, (X-8/ + 6,(X-S,)*+ c,(X_S/ + d, (X-S/ 

(» = 0, 1, 2). 

Dann aber giebt es, wie Nr. 132 gezeigt, eine bestiminte 
Form r. 

(31) f,-i:.\ (X-df (r = a, b, c, d) 

deren zweite Polaren die Gruppe (30) bilden und zwar sind die 
dreireihigen Determinanten der letzteren den k umgekehrt pro- 
portional. 

Also giebt es jedenfalls eine solche Form f^: andrerseits 

nach Obigem auch nicht mehr wie eine. Die oo ^ Werthsjsteme 
der 5, mittelst deren f^ dann als Summe von vier sechsten 

Potenzen auftritt ^ sind dann genau die bekannten ; die nach 
Früherem die zur Gruppe ihrer zweiten Polaren conjugirte 
Involution bilden. 

Und genau analog filr irgend einn: p wird dann = n — 1, 
m = 1. 

Dies liefert also den Satz : (cf. Nr. 214) 

e) „Die einsigen allgemeinen Gruppen binärer 

Formen r^^^ Ordnung, die das volle System der 

m 

^ten Polaren einer Form (w-f-^**' Ordnung fbilden, 
sind die zu einer allgemeinen Involution (n Ord- 
nung) conj ugirten. Dabei ist d! = n — 2 und es giebt 
für jede Involution nur eine solche Form/'*).*' 



♦) Dann ist, wie wir wissen, die Pünktionaldetenninante der Invo- 
lution zugleich die der coujugirten Gruppe, was das Corollar des Satzes e) 
liefert : 

«J Die Frage nach der Anzahl und Natur der Involutionen 

(7/1+1)*®' Ordnung mit denselben (2 w) Doppelelementen ist iden- 
tisch mit der Frage nach der Anzahl und Natur der Grund- 
formen 2 m*®*' Ordnung, die zu einer bestimmten Co Variante, 
der Determinante der 2(m— 1)*®° Differentialquotienten 



211. Fassen 
Polar ensyste nie ei 
ancli nur specielle sein 

Goben wir von (ii 
buheren übitr, den 
JDgirteri. 

Nehmen wir an, 



jetzt noch einige andere vollständige 

Form in's Auge, deren Gruppen ilem- 

künneu. 

I Gruppen des Satzes e) zu den näcliat 

I den dreigliedrigen Gruppen con- 



I 



ilie (n — 2)-gliedrige Gruppe einer /f' 
Bei in der Tfmt die der (w — 3)*"" Polaren einer Form /' (der 
Urdnuüg 2 n — S), so lässt sich, wie mau weiss, die Form/" 
(aaf eine einzige Weise) als Summe von n — 1 (2« — 3)"" 
Potenzen K-^ — 5„)*""*| darstellen, mithin auch ihre {« — 3)"'' 
Polaren als Summe der («—1)«'™ Potenzen (X-S^,)". (Und 
zwur sind die 5 die Wurzeln der einen zu den {ii — 2)*"° Polaren 
von f conjugirten Form.) 

Dann aber besitzt die M^ nach Sata y) einen («— l)tttcben 
Punkt (mit den Argumenten 5), d. b. die Gruppe der I^ ent- 
hfilt eine Involution mit festem Faktor ((« — l)*" Ordnung), 

Aber auoli die Unikehrung ist leicht zu zeigen. Besitzt 
diu Ä* einen (h— l)fttclien Punkt (SJ (wozu n — 3 Bedingungen 
erfurderlldi sind, so dass sie nur noch von 3 (« — 2} — (« — 3) 
^2n — 3 Constanten abhängt), so sind nach Satz y), da in 
diesem Falle p = n^'2 wird, alle Formen der Schnittpunkt- 
grappe als Summen der ( w — ^1) Potenzen (X — 5 „)" durstellbar. 

Dann erkennt man ohne Weiteres , wie in Nr. 200, Jurcb 
Vargleichung der CoefÜcientenkerue K dieser Gruppe und 
dooeD der Gruppe der (» — i))**" Polaren einer Form 
(32) /■-"s'/ua-SJ*-"* 



in iii«ii villi der Ic^luleren als gogotiener Form ausgeht) 
\gttbit9U. 

Wir kuniiuan Kuf divsu Frage gleich uaalilier l,Nr. 21S> wiodar aurüek. 
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dass (33) ah^ = ^- 

wo D das DifFerenzenprodukt der 5 (excl. 8J ist. Dadurch 
ist also die Form /* eindeutig bestimmt: 

^Enthält eine drei'gliedrige Gruppen***^ Ord- 
nung eine Involution mit festem Faktor (n — l)**' 
Ordnung (d.h. besitzt die bez. jR einen {n — l)fachen 

Punkt)^ so lassen sich (und nur dann) die Formen 
der conjugirten Gruppe linear componiren aus 

den (n — 3)**^ Differentialquotienten einer Form 
f der Ordnung 2w — 3: d. h. diese Gruppe ist dar- 
gestellt durch: 

(32) a 

Und ebenso leitet man fUr die nächst höhere Gruppen- 
stufe das Resultat ab: 

^Enthält eine viergliedrige Gruppe n**' Ord- 
nung oo* Involutionen (mit festem Faktor (n — 1)** 
Ordnung) (d. h. besitzt die bez. jB* oo * (n — l)fache 

Sekanten); so lassen sich (und nur dann) die Formen 
der conjugirten Gruppe linear componiren aus 

den (n — 4)**** Differentialquotienten einer Form f 
der Ordnung 2n — 4, und ihr Ausdruck ist also 

(34) a 

^V-l V-%'" f*n_4 

Sind ftir eine jR^ die dazu erforderlichen 2 (ti — 4) Be- 



dingungen erfüllt *), so kann man analog wie obeü; die Coeffi — . 
cienten der gesuchten Form f in eindeutiger Weise berechnen .^ä 



*) Es'giebt z. B., wie man weiss 67), zwei Arten von ^, eine allgemei 

mit einer einzigen Quadrisekante (der Sobnitt von zwei oubischen 

fläcben mit gemeinsamer Doppelgeraden) und eine besondere mit ao ^ solch 
die dann stets auf einer Fläche zweiter Ordnung liegt. 
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'nd 80 lusseu sieb mich im Allgeineiiieii die EigenBchaftcn 
Biiicr Gruppe, deren conjugirte das volle !■" Polareiisystem eiuei- 
'orm /'bildet, zufolge der verachiedeneu Daratellmigen von f 
Is PotenEsmiime und mit Hülfe unseres Hauptaatzca f) ohiio 
Veitcres angeben. Welche EigeHschafteu über umgekehrt 
ir eine Gruppe nothwendig und hinreiclicud sind, 
damit ihre conjugirte eiu soldies Polureusyatem bildet, und 
wie luau die zugebörige Form/'dauri am einfachste» aul'utcllt 
dicae Frage bleibe nocb unerledigt. 
D'it weiteren Anwendungen unseres Hauptsatzes y) (der 
aomit eine besonders wiciitige Illustration des allgemeinen 
Coinbinantenpriucips der Nr, 2(t darbietet) auf das termire, 
quaternaro etc. Gebiet treten erst nach der jetzt folgenden 
Diirlegung einiger fundamentalen Eigenschaften der eineNorni- 
curve stutzenden Flüchen in das erforderliche Licht. 



§■ 35. 
Denes Übertragungsprincip*) der invariauten Eigenschaften 
linärer Formen vom Qraile mp auf Gebiete >«'" resp. ^/" Aus- 
dehnung. 
212. Hiilfadetinition, Im Räume von ii Uimeusionen trctlo 
«nc Fläclie F (r'*' Ordnung) die Normcurve (rf"' Ordnung) 
ti^ {pX| = (l^X\ 1 = 0, 1, . . d, wo die d^ die zur Zahl </ ge- 
hörigen BinDuiialcoefticientcn sind] in dem Punkt-(r(2)-tupol : 

Die Öcl.nittimukt für inen dur H^ (d. h. dio Porraou eiiici- luvoliiliuii 
fltnlYer Ordnun);) sind bUu im AllgamoiuOL «lets nU Stinimtiii vuu Tior 
Wüniailoo, fcmt«!! rotoniau dki'BlBlIbtU' at, pg. 103: dagiig«n in lieni Ih;- 
Mndoni Falle noch auf » ' VVoisoD (et', aucli Wicdcrhotd io Clebacl Auu. 6). 

tUu erkennt UbrlgeuB leicht, diu« alle xiiv UarBtolltuig <3H) eohdrigoii 
Jf* auf obier dlklie iwuitui Ordnung liugou mliBim («bor niclit unig.i. 

BtaondeiB Füllo doBsolbau sind ichun pg. 04, SOO, 2Vj kitraclilcl. 
Ot Oldebe gilt vuu dam UOlriiatiB ijj: pg. 90, 19t), iH. 

Ft. Utr't. Ajioluitil. ^ 
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a^ = und desgleichen habe eine Fläche O (p**^ Klasse) mit 
derselben Normcurve N^ [au^ = ( — 1) X^~*} das (pd)-tupel von 
Lineargebilden ßP^ = gemein. Dann heisse es kürzer: j^Die 

JP^hat mit der (Normcurve) jST^ das (rd)-tupel o^ und 
die O mit der (Normcurve) N^das (pd)-tupel ßP^ ge- 



mein*. 



Dann lautet das gemeinte Princip so: 

Q ^Istn keinePrimzahl; also = mp , so ist die 

bilineare Invariante (n Überschiebung) zweier 

binärer Formen der Ordnung n (a\y 6J) zugleich die 

bilineare Invariante zweier (p-f-l)-närer Formen 
der Ordnung^ resp. Klasse m^ die = gesetzt^ im 
Räume von p Dimensionen zwei Flächen F , O 

(m**' Ordnung, resp. Klasse) darstellen, die mit 

einer (sonst beliebigen) Normcurve (p*^ Ordnung 
und Klasse, die auf F ruht und O stützt) resp. 

die w-tupelajj, 6J gemein haben. 

Sind also die binären Formen apolar, soauch 
die (p -|- l)-nären und umg.* 

Dabei sind natürlich die Zahlen m, 2? vertauschbar, so- 
dass man ebenso mit zwei (ni -\- l)-nären Formen operiren 
kann. Desgleichen die beiden binären Formen. 

Dem Beweise gehe der Hülfssatz voran: 

7)) jjist auf einer Normcurve d**' Ordnung ein 
(rd)-tupela)^ = gegeben, sogiebtes nur eine ein- 
zige F (resp. OJ, die mit ihr dasselbe gemein hat 
und die Curve stützt (auf ihr ruht).* 

Diesen Satz beweisen wir zunächst für den Fall r = 2. 

Dann stützt eine F^ die Curve N^, wenn sie alle, N^ um- 
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beschriebenen O^ stützt. Die letzteren sind aber dargestellt 
durch die verschwindende Matrix: 

,jv I 1 2 d-l' _ Q 

Demnach müssen ftir die F^\ 

(2) a^ = 



(3) a^^a 



Im 



die Bedingungen 

erfüllt sein, so oft 

(4) i -I- Ä = 2 + w. 

^Demnach sind die nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafür, dass eine JP^die 

N^ stützt, dadurch ausgedrückt, dass man die 

Coefficienten von F^ a^^ (i, Ä = 0, 1, . . . d) ersetzt 

durch die 2d -j- 1 (homogenen) Grössen ttj.j^ 

Soll des Weiteren die F^ mit N^ die Punktgruppe 

(5) /--ol" =0 

gemein haben, so werden die Coefficienten a der Fläche 

den entsprechenden Coefficienten von f (zunächst abgesehen 
von Zahlenfaktoren) proportional, q. e. d. 

Die Gleichung unserer Normcurve N^ ist aber gerade so 

gewählt, dass die Gleichung der F^ wird : 

(6) a*-a; = 
wo diese Form aus der andern 

(7) o. = 
(die ihrerseits wieder durch Polarisation von / nach 2d Ele- 
menten X^ ^2 • * • \d ^ßtstßbt), durch Gleichsetzen je zweier 
Elemente X^ = X^, X^ = X^ etc. hervorgeht. 

Die a sind dann die homogenen symmetrischen Funktionen 

24* 
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der so restirenden d Elemente X und mit den Coordinaten i 
eines Punktes identisch. 

In der That sind ja evidenter Weise ftlr die Form (6) aj 

die Bedingungen a^^ = a j^ erfüllt und durch Gleichsetzen 

aller d Elemente X geht sie (vermöge ihrer Entstehung) wieder 
in die Form (5) über d. h. die F^ (6), die die N^ stützt, hat 

mit ihr die Punktgruppe (5) gemein. 

Wir gehen jetzt über zum nächsten Fall, r = 3. Soll 
eine F^ 

(8) a3 *) = 
die N^ stützen; d. h. soll die letztere auf allen ersten Polar- 
flächen der jPg ruhen, so muss 

(9) «.u. = «.1» (« = 0, 1, 2, 3) 
sein, so oft 

(10) i + A;=:« + w 

ist. Dann aber werden alle a^^y für die s -4- i -f- 1 

denselben Werth(=^) hat, einander gleich. 

Zu dem Zwecke hat man nur nachzuweisen, dass man 
alle möglichen Zerlegungen der Zahl N in drei Theil- 
zahlen (deren jede von den Grenzen und d eingeschlossen 
ist) erhält, wenn man von irgend e i n e r Zerlegung (5, t, Ä) 
ausgeht: sodann andere dadurch ableitet, dass man die eine 
Zahl, etwa s constant lässt, während die beiden andern sieb 
bewegen, doch so, dass ihre Summe sich nicht ändert; mi 
diesen neuen Zerlegungen gleichfalls so verfahrt etc. 

Wir wollen weiterhin drei Klassen von Zahlen N untf 
scheiden; die erste umfasse die Zahlen bis ä, die zwe 
rf -f- 1 bis 2 rf, die dritte 2 ^ -f- 1 bis 3 d. (Grösser kann 
nicht werden.) 



*) Wir denken uns, wie üblicli, eine solche Form a^ immer mj 
bez. PolynomialcoefQoienten geschrieben. 
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Dann tat in den drei KlasBen jedeafnlU immer eine Zer- 
legung folgender Art vorhanden : 

(10) I. 0,N,0. 11. 0,d,N—d. in. d,N—2d,d. 
Lassen wir hier immer die dritte Zahl fest, während die 
beideo andern alle Werthe aiinehraeti, deren Summe resp. 
■™T (f, --V — d iat, so erhalten wir aus (10) ebensoviel weitere 
i^p. Zerlegungen , die iQit(UJ) ein derartiges System bilden, 
•iaM jede überhaupt mögliche Theüzalil in m i n- 
''estens einer dieser Zerlegungen vorkommt. Lässt mau sie 
'luan jedesmal constant, während die beiden andern Theilzuhlen 
Eemüw (4) variiren, so kommt man offenbar zu allen Zerlcg- 
"itgen. q. e. d. 

f Den ganz allgemeinen Beweis endlich filr » =: » führt 

[ man mitlelst des Princips „h auf n +1". Angenommen, der 

fwtz gelte für eine F^, dann gilt er auch für eine F , Denn 
^ HiüMen dann je zwei (Joofficienteii der letzteren : 

Ol) a_, ,^ , =:a.^ , _^ {s = 0, 1, ..H + 1) 

t''®»«li sein sobald 
(la) (Si = S.). 
*jj) D^nii aber werden alle n ^ ^, für die 
~+- s, + . . s^ denselben Worth (^ hat, einander 
**<ch. In der That iat wieder luir zu zeigen, dasa mau 
***tr ein solches System von Zerlegungen der Zahl JV in 
~*~~ 1 Theilznhlen (innerbalh der Grenzen und d) aufstellen 
** , ao dass jede nur mögliche Theüzahl jedenfalls ein- 
' vorkommt. Denn lässt mim diese wieder jedesmal fest, 
*'t-end die andern ao variiron, dass ihre Summe sich nicht 
^^*^Tt, 80 kommt miin jedenfnHa zu allen überhaupt möglieben 
^«gungen. 

Wir unterscheiden jetzt n -\- \ Klassen In der Weise wie 
»i:(0... t/)((I-|-l, ... 2d)eti--.h\ä\nd-^\,...(n + \)d). 

» diesen brauchen aber nur ^ - reap. ^ -\- \ (je nachdem 
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tilgen 



n gerade oder ungerade ist) berilcksiciitigt zu werden 

die restirenden Klassen mir überall mit d zu vertatiscben ist,. 

um das gleiche Ergebiiiss zu erhalten. 

In der ersten Klasse existirt sicher die Zerlegung N 000. 
in der p*™ Klasse desgleichen die folgende: „0, rf nebst nocfai 
(j) — 2) andern rf, dann der Zahl JV — (p — 1) d und endlicb 
noch n — p Nullen "(so dass selbst in der letzten der betrauhtett 

Klassen noch - resp, ^^ — 1 Nullen auftreten). Lä«st mao 

hier überall die beiden ersten Ziffern bei constanter Sunimi 
variiren, während alle übrigen etwa constant bleiben, sog« 
langt man immer zu dem gewünschten System, Damit !i 
die aufgestellte Behauptung bei der gemachten Annahme ei 
wiesen ; und da sie für ji -f- 1 = 2, 3 oben erhärtet ist, so gil 
i'ie allgemein. 

i)g) Somit sind die not Ii wendigen nud hii 
reichenden Bedingungen*), dasaeine F ^ eine N 

*) Die Zahl dieser Bedingungen iat leiclit nnzageben. (Wir schreib« 

nieder n statt n-f-l.) Dviin da iieltanDtlich eiue F von i> k: ("'jt^ 

konstanten abhangt, andrersoita eine form a?' von nd, ao i«t die g< 
wlinBctite Zabl x ^ D ~- ud. Es Ittiat sich min Evigen, das«: 

r,^) „die Bedingungen i;^) des Saties ^^) »neb ausssgei 
dais eine F„ die yonse (»'"') Sohaar von N^ umschriebeno 
•l>„ Btütst and unig." 

ZiiuSchBt lelirt eine einfache Abzttbhmg, dass eine <I>^, lorcm ä 
eiuor N^ iimbeach rieben sein soll, iid-\-l Bedingungen genügen musB, da 
die Gleichung für das beiden gemeiusauo (iirj)-tiipel ß? =^ t) identiMh 
verschwinden mius. (Deren Coeflicienten sind im ailgemcinea unabbSiig:ij 
von einander, ds man ja umgekehrt von einem gan« beliebig 
(ii(I)*tiipol HiiT Nj aiugoben kann, somit auch jene firf-j-l Bediagungcm^ 
Uemnacb ist die Mannigfaltigkeit dieser Schaar l„<^'') gleich IJ — ('«(-f-l^ 
^ V — 1. Um jelal den Sata q^} lu eibitrteu, wlkhlen wir als ffpoi 
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Jtfttst, dadurch ausgedruckt, ilassrnuaihrcÜoef- 
ficieaten in der Form schreibt: 



die Schur der einer N, itmaoli riebe nen '!■„, In diosem FnUe sogen die 
Bedingungen >||) >ns, diuis eine F. die fglgcnden RKHlf, N, umschriebenen 
4>, (und somit auch die aus ihnen linear componirte Soliktr) stfltzl: 

•i ("0 «,—"!),= o."i K «3-1.1 «,)=o, t,, {u, u^-üj)=o(;=o,..,a). 

Offenbar ist aber die Anzahl der tinoar unabhUngigeu tto- 
ilogiuigen , das« F^ diese Schaar stiltat genau dieselbe wie die Zahl der 
inablilliigigea '^a, aus denen die Scbaar linear ctuammen- 
Mtlbar ist und nmgekehrl, also in iinloTem Falle = 19 — 9^=10. 

In der That g«lten iiriaahen Jenen Bedingungen, deren man aunAchst 
swiSlf Brliftlt, die zwei IdentitUten l.und nur diese): 

oia Oll' ' 1:» 103' ' ' KW 111' 

(o _o)+(o —«)+(« -al^O 
III in' ' ^ tu nm SOI an' 

tnd dem entcptechend iwischen don xwölf 'tg die andern beiden: 

u^ {H^ «^ - u^') + u^ {u^ «^ - »^ «^) + u^ («^ u^ - uj) = 

*i '"i \ " "J' + "u '"1 "ü ~ "0 "■' + "3 '**r) "1 ~ "J' ^ "■ 
Sentit bildet untere auf F ruhende, N iiia«chriebene Schaar ,<^* 

;erade eine as"liuearu Scliojir, ist alvu ideiitiscli mit der guuien N 
imsehrlebunen Bcliaur von <I> . 

Und gan« ei> im Allgemeinen 

ignngsn r; ) las«cn sich inmei 
Im correepondirenden iwischeu den <P 
Ingen müssen sich auf x rednoiren. 

Man hat daher aU unmittetharo Folge von Sali n): 

1) ] «Die TollaULndige a>' Schaar der einer N umachriebei 



Die linearen IdenlitHlen Kwischcn den 
sofort binicbreiben, und demnach auob 
lind die Anzahlen beider Bediug- 



(rf-li 
die <Z - 2"^'"*^ umschriebenen ' 

gani beliebigen Fl&chen '!• 



denfslls dargestellt, wenn mai 
B« Unken Seiten vani vbensovl 
lirt nnd addirt." 

1] ) .Eine F stütsteine N dann iiind nur dann; 
' N umschrieheno Schaar von 'l> stützt.* 
Die daaliatisohen SHtxe verstehen sich dadurch t 
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(13) a ... = a .... 

Denn wo die Zerlegung einer Zahl N in (n -f- 1) 
Theilzahlen (0 . . . d) nur auf eine Art möglich ist, ist die 
Schreibweise (13) selbstverständlich gestattet. 

Schneidet man jetzt die i^ ^mitderCurve jST^^ so gelangt 

man zu einer Gleichung der Ordnung d (n-f-1)* 

(14) /^iziaf""^'^ =0 

deren Coefficienten einzeln den Coefficienten a ^ ^ der 

F proportional sind (abgesehen etwa von Zahlenfaktoren). 

Geht man somit umgekehrt von einer beliebigen Gleichung 
(14) d. h. von einem beliebigen (?(w-|-l)-tupel der N^ aus, so 

kann es nur eine JP^ geben , die die N^ stützt und mit ihr 

diese Schnittpunktgruppe gemein hat. 

q. e. d. 
Dann aber ist wieder die gesuchte F^^.^ keine andere als 

(15) a^-*-' L- al^' = 

wo diese Form aus a (die ihrerseits aus (14) durch Polari- 
sation nach d (w+l) Elementen entsteht) hervorgeht, wenn 
man immer n-|-l dieser Elemente gleichsetzt. 

Denn diese Form (15) erfüllt nach Nr. 21 die Beding- 
ungen (13). 

Demnach ist sowohl (15) durch (14), als umgekehrt, ein- 
deutig bestimmt. Dasselbe gilt dann dualistisch für eine ^„ . j? 
die auf der N^ ruht. Dann aber muss (cf. den Schluss des 

Werkes) die bilineare Invariante zweier solcher Flächen 
JF'^^j, O^^j zugleich eine solche der beiden binären Formen 

(14) sein und umgekehrt und da es beiderseitig nur eine solch 
giebt, so ist unser Prinzip *) ^) vollständig abgeleitet. 



Man sieht f dass die frühere Definition des Stutzens auch durch di 
letztere Erklärung ersetzt werden kann. 

*) Da bekanntlich nach Cayley68) jede In- und Covariante binfir» 
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Die Anwendung dieses Prinzips iiiiC coujtigirte Gruppen 
binürer Formen fliesst daraus von selbst, man vgl.pg. 95, 205. 
Sie bleibe noch verschoben, bis wir die beiden weiteren Hlilfa- 
■äUse (den F- und H-Satz) erledigt haben, die nunmehr folj^en. 
So wird man dann im Verein mit dein allgemeinen Satire des 
§. 34 zti Bcbr allgemeinen Apolaritiitssatzen fllr die Norra- 
curven gefUhrt. 



Der allgemeine Stütz- (F)iind Vielflach- (H) Satz der 
Normcnrven. 

313. Der erstere dieser Sütze fliesst ohne Weiteres ans 
dem Prinüip 0, der Form (15) einer die Nornicurve Nj stlltis- 
enden F nnd endlich aus der uns geläußgen Darstellung einer 
binären Form v'" Ordnung als Summe von v, v — I . . . etc. 
Potcnaen, — ganz wie die besondern Fälle pg, y4, U)2, 2112, 
206, 213, 210, 226, 229, 234, 328. 

nnlfsbezcichnnng. Wir sagen: 
,n Punkte {(a^*^') (i = 1, 2, . . . «, /; = 0, 1, . . . (?)], deren 
Coordiiiaten der Gleichung genügen 

C) «.,.,,.,.„ = '^ 

bilden ein Pol -n-tupel"»» der Fläche a" = 0." Ferner: 

„nrf Lineargebilde „m," i^Mj^ = 0, » = 1, 2, . . . nä) bilden 
*in PoI-jid-flach™> der Fliiche aj ^ 0, wenn jede der 
Gruppen von « Punkten, durch deren jeden jo d der Gebilde « 
geben, ein Pol-«-tupel der Fläche bilden." 

Formen als bilinanre Invai'ianle Kwoier «iilclier Formen gleicber Urdniing 
kiifgefluit nerilen kann, «□ lllut sich darsna di« FriichlbBikeit unnerai 
PrincftioB enDc^Brn. Uio Formen von einer primen Orilniingiuialil lM«nn 
vi>r il«r lUiid cml Boweil licrRintbhati , da** man »Ich aar ilis hi' 
nrianlen ilorjonigcn ilirnr CortrUnleu beachrUnkt , dorcD OriliimiciiiiMliI 
nicht prini iii. Dit«a Tu- nnd Covarianteii (vuii Covarianlcu Act (Iriiiicl- 
forni(eni) »ind j« liekanatlich wieder «oirho der Oniiidromi(eii). 
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Dann geht aus der Form a° = einer eine N^ stützenden 
F sofort der Hülfssatz hervor: -Stützt eine F eine N. 

n ^ n a 

(d. h. eine beliebige Curve d^ Ordnung und Classe in einem 
Räume von d Dimensionen) ^ so bilden die von den n Punkten 
eines Pol-n-tupels der Fläche an die N^ gehenden nd Linear- 
gebilde (w) ein Pol-nd-flach der Fläche und umgekehrt." 

Dies führt zum Hauptsatze: 

Stütz- (F)Satzi) 

I. ^Ist veineganzC; positive Nichtprimzahl^ 
= nä u n d 

Erstens gerade = 21, Seien ferner m^j, Wg;..! . . . Wj 

ganze positive Zahlen (incl.O)^ dienurder einen 
Bedingung zu genügen haben: 

(2) 1. m^ 4- 2. m^_^ + • . . l^^^ = nd = 2l, 
so sind irgend welche 

Wgj, *^*8i-P • ' • *^i+i ^^^^"^ N^ umschriebene resp. 
(20-, (2i— l)-,...(i+l>flache 

im allgemeinen immer die bez. Pol- flache einer 
bestimmten die N. stützenden F .* 

d n 

^Ist»}({ zweitens ungerade =22 — 1, und besteht 
zwischen eben solchen Zahlen Wgi-i^ *^a-^2 ' • * ^'^ ^^® 
eine Relation 

(2') 1 . m^_j + 2 . m,j__^ -h . . , Zm, = nd = 2Z — 1 
so sind irgend welche 
*^2i-i> ***2i-2' • • • ^\ einer N^ umschriebene resp. 

{21 - 1)-, (2Z— 2)-, . . . Z-f 1 a c h e 

die bez. Pol- flache einer bestimmten die N^ stütz- 

enden F .* 

n 

U. j^Diese F^ erhält man beidemal so. (Man 
ßetzestatt22resp. 21 — 1 wieder nd). 
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Es giebt eine oo**, oo*, . . . oo'^^ lineare Schaar 
von ^^^ die jedem der bez. 

*^nd» *»*»d-i, ••• w^^(reBp.w^^N^ umschriebenen 

8 2 

(nd); (nd-iy, . . . ^ •(re8p. ^"^+^^ -)f lache 

einbeschrieben sind und auf iV^ rM^ett. 

Dann istdie gesuchte!^ diejenige^ die diese 
sämmtlichen Schaaren von O (nebst NJ stützt.* 

in. ;;Dann giebt es (für jede die N^ stützende 
F) eine 

od"*^*, qo"**~^,... Qo*(re8p. 00^ von, N^ umschriebenen Pol- 

(ndy, (nd — 1 )-,... -^-(resp. — ^—•) flachen der -F^. 

Diese (d. h. ihre Lineargebilde (u)) sind dar- 
gestellt durch die zu den 

0*°, 1*«", • • . -9 (resp. — ^— ) Polaren der Form 

fz=a^{iieF mit der -ÄT^ gemein hat) conjugirten 
Gruppen, 

Mittelst irgend eines dieser Pol-flache stellt 
sichJ^ als resp. Summe von 

(nd), (nd — 1),... -^ (resp. — —^ ) n^ Potenzen dar.* 

Da ein solches Pol- (nd — i)-flach der F^ aus einem Pol- 

fuZ-flach derselben dadurch entsteht, dass i Lineargebilde (u) 

(d. h. ein Faktor i**' Ordnung einer Form A^^) unbestimmt 

werden, so drückt sich die dem Satze II zur Seite gebende 
algebraische Construktion der jP^ einfach so aus : 

IV. „Sind die w^^, m^^__^, . . . m^^ (^\^^^) gegebenen 

9 i ~ 
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(N^ umschriebencD) Vielflache dargestellt durch 

ebensoviele binäre Formen (von der Ordnung des 
bezüglichen Index), so multiplicire man immerdie 

♦'♦nd-k (* = 0, 1, . . . g- resp. — 2"-^ 
Formen succ. mit 

Diezu diesen so entstehenden n(2 Formen (der 

Ordnung nd) conjugirte ist die Form f =i a^, aas 

derin dergewohnten Weise die Gleichung 

(3) al = 

unserergesuchtenJP hervorgeht.^ 

214. Besonders bemerkenswerth ist der specielle Fall; 
wo die Gleichung (2) die einfache Form annimmt : 

£r löst nemlich eine (an Nr. 210 sich anschliessende) 
fundamentale Frage : 

Wann besitzt eine Gruppe binärer Formen 
eine solche V ntergruppe, die mit dem vollstän- 
digen Polarsystem (einer gewissen Ordnung) 
einer bestimmten binären Form identisch ist? 

Zunächst sagt nemlich Satz t) iiir die Gleichung (4) aus : 
^Irgend f? einer X^ umschriebene (wd — n-|-l)-flache sind 

Pol-flache einer bestimmten F a!L ^z 0." 

n ^ 

Diese hat mit N^ die Punktgruppe f = aj^ gemein , die 

man erhält ^ wenn man die entsprechenden d gegebenen 

Formen (der Ordnung nd — w+l) succ. mit X**""^, X°~~*|i, ..., |i''~* 
raultiplicirt und die zu diesen nd Formen conjugirte bestimmt 

Andrerseits ist die ganze Gruppe der N^ umschriebenen 

Pol-(;if? — >i-|"l)"fl^^'^^ derF^ dargestellt (nach i, III) durch die 

zur Gruppe der (n — 1)**° Polai'cn der Form f conjugirte 
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Gruppe (mit der Gliederzahl nd — 2n-f-2). Diese ist also jeden- 
falls zusammensetzbar aus den d gegebenen Formen nebst 
noch nd — 2n — d-j-2 weiteren (linear unabhängigen). 

Und da endlich die zu den d gegebenen Formen con- 
jugirte Gruppe eine (nd — n — d-|-2)-gliedrige ist und diese die 

n-giiedrige Gruppe der (n — 1)*®" l*olaren von f unbedingt ent- 
halten muss (und nach Satz i) nur diese eine), so gilt zunächst: 
^Eine t = nd — n — d-|"2"g'^^^^^g® Gruppe von binären 
Formen der Ordnung |x=nd — n-|-l enthält (im Allgemeinen) 

eine (einzige) n-gliedrige Untergruppe der (w — 1)*®° Polaren 
einer bestimmten Form f {der Ordnung nd).^ 

U gekehrt ergiebt sich aber sofort, wenn man jetzt 
t und {1 als beliebig gegeben annimmt: 

(5) (d— 1) (d-|-^_2— [i-f 1) z= also, da der Fall d = 1 be- 
deutungslos ist: (6) (i=|i — t-^l und weiter 

(7) „ = ^-] = ^-'^ = 1 4- '--, 

^ ' d — 1 |x — ^ ' |x — i 

So oft also |i — 1 (oder auch t — 1) durch |i — i theilbar ist 
(und nur dann), giebt es ein Werthsystem d, w, das der Auf- 
gabe genügt. Dies liefert also das Resultat : 

x) ^Sind(x, ^zwei,sonstbeliebige, ganzeposi- 
tive Zahlen, die nur der einen Ungleichheit zu 
genügen haben, dass |i — 1 (und damit auch i — 1) 
durch {1 — i theilbar ist, so besitzt (aber auch nur 
dann) eine ^-gliedrige binäre Gruppe der Ord- 

nung{iimAllgemeineu8tets eineeinzigen = — - 

gliedrige Untergruppe, die sich aus allen (m — 1)**" 
Polaren einer bestimmten Form f der Ordnung 

(8) nd = |;~J ({x-< + 1) = n + |i-l 

zusammensetzt.^ 

Aus der Construktion von /*, wie sie oben angegeben wurde, 
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(9) I- 



- oder u 



= 1+1 



folgt sofort, dasB f eine Combinante der d gegebenen Formen, 
also auch ihrer conjugirten Gruppe; mithin in Satz x) eine 
Uorabinante der gegebenen i-gliedrigen Gruppe ist, wie ja 
auch direkt evident ist. 

Der Satz x) fasBt den Satz e) (pg. 366) ala Bpeciellen Fall! 
in «uli; in der That, wenn wir t gleich n setzen, so folgt 

V-- 

iind umg. 

Ein anderer wichtiger Specialfall wird durch dieAnnabraej 
»1^2 erhalten. Dann wird 

(JO) [1 = 2 (~l oder \i—t + 1 = ( 
und umg.: dann aber ist die zur gegebenen Gruppe conjugi 
von der gleichen üliederzahl wie diese, In diesem Falle geht 
also der Form f immer eine zweite soldie gleicher Ordnung 
zur Seite, die die bez. Corabinantenbildung der conjugirten 
Gruppe ist. 

215, Um den Uauptaata des §. 34 für imsern StUtzsat 
verwerthen zu können, wird es, wenigstens behufa der 
F.infachbeit im Ausdrucke des Resultates, nötbig sein, die doi 
aufgestellten Forinehi nach einer Richtung bin zu ergänzen." 
Will man nemlich jenen Satz nur als PotenzBummensatÄ für 
eine gegebene Gruppe (ohne Rücksicht auf die bez. Eigen- 
Bchaften ihrer conjugirten) forrauliren, so wird man aus den, 
beiden Gleichungen ((4) (5) pg. 355) k eliminiren. Dies, liefei 
zunächst nach leichter Rechnung: 

(11) m = (iL-p) (p + l) - dp 
oder da bei gegebener i-gliedriger Gruppe n*" Ordnung 

(12) n — d^t alao </ = n — f ist, 
(11) m = (|i-j;) (p + 1) —p (n-t). 

Dabei bedeutet ni die Mannigfaltigkeit derjenigen p-gÜi 
drigen Untergruppe (der gegebenen), deren Formen sich als 
Summen von (denselben) \i (n'™) Potenzen schreiben lassen. 



)rdnung 
jugirten I 

itUtKsat^H 
grÖssteti^H 
die dor^H 
-gänzen.^H 

sata für" 



(13) |.=p. 



Vorallgun 

Im Besontlcm giebt ee ifcmiiach cioe ondliclie ZM ' 
flolcher Untergruppun, wenn »i ^ 0. Dann aber humiiit: 

I-1 + » 
p-j-i 

X) „Dies ist somit dann und nur dann mög- \ 
lioh, wenn (w— /) durch {p -|- 1) tlieilbar ist. Dann | 
aber giebt ea auch immer solche Untergruppen." 
Specialiairt man andrerseits den Haiiptsat:! in der Weise, 
ilass man nach der Daratellbarkeit der gegebenen Gruppe 
selbst fragt, so wird l =: p iiud (11) zu: 

(14) m = / (n-H-1) -I- |i 
nod sucht man hier wieder die endlichen Anzuhlou vnn 
^^etenzBummendarstellungen, so kommt 
^^H „ — / "+^; 



(15) 
' p) bDic Formen 



:l. 



. d. h. 



iner gegebeneu l-glledrigcn 
binttren Gruppe «'*' Ordnung sind immer (und nur ' 
dann) auf eine endliche Art aU Summen (je der- 
selben) jA (»"■) Potenzen darstellbar (n. urag.), so 
oft .(h -)- 1) durch (; + 1) theilbar ist." 

In der 'l'hat geht dieser Satz auch aus dem vorigen (X) 
fllr t ^ p hervor. 

Desgleichen ist zu unserem Zwecke die Erweitcruug un- 
HiTca iStUtzsatzes mittelst des vorher gewonnenen Über- 
tragungspriucipes auf coojugirte Gruppen vou mehreren Formen 
unentbehrlich. 

Was die Bezeichnung angeht, so werden die Begriffe 
^Gruppe, Untergruppe" auch bei teruJireti etu. Formen bei- 
behalten. 

Ist die Form einer F^ irgendwie als Summe von j» Ut") 
Potenzen dargestellt, so bilden bekannt lieh"*) die bezUglicheu 
)t Lineargcbilde ^») ein Pol |i-flach der Flüche und umg. : das 
Analoge gilt von einem geineinsamen Pol-^-flach mehrerer F . 



II Aliaioge gut von emei 




'*dS4c Veraligemeinerangen. 

Dann spricht sich der allgemeine Stützsatz fiir Gruppen 
von Formen ohne Weiteres so aus: 

v) ^G egeben sei eine N^ (N^) und eine oo" 

{m = 0, 1, 2, . . . {nd — 1)} lineare Schaar (Gruppe) 
von JP , die alle die Curve N^ stützen. 

Dann existirt eineoo^ ({t = nd — 1 — m) lineare 
Schaar (Gruppe) von Q> , die alle auf dieser ^F^- 

Gruppe und auf ^^ ruhen. 

Die dieser j^^^^-Gruppe mit N^ gemeinsamen 

nd-tupel (von Gebilden u) bilden dabei die voll- 
ständige zur Gruppe der der „JP"-Gruppe und N^ 

gemeinsamen (Schnittpunkt-) nd-iu^el conjugirte 
Gruppe. 

Dem entspricht dann, dass die vollständige 
zur „JP"- Gruppe conjugirte^^^-Gruppe sich linear 

aus den Flächen der „<&"-Gruppe und den der 
Curve N^ umschriebenen Flächen zusammensetzt 

a 

und umgekehrt die vollständige zur „<&''- Gruppe 
conjugirte aus den Flächen der „JP'^-Gruppe -und 
den der Curve N^ einbeschriebenen Flächen. 

a 

Geht man umgekehrt von zwei auf derCurve 
N^ (N^) dargestellten conjugirten binären Gruppen 

(der Ordnung nd) aus, so gelangt man wieder ein- 
deutig zu den beiden Gruppen der „F^^ und „<&*^ 
zurück, die mit N^ (N^) jene gegebenen binären 

Gruppen resp. gemein haben." 

Dann spicht sich der Hauptsatz des §. 34 nunmehr so aus 
(wenn die Begriffe Pol-ji-flach und Pol-ji-Eck sich dualistisch 
gegenüberstehen) : 

n) I. „Gegeben sei eine (d -f- l)-gliedrige Gruppe 
von F ; die alle eine N. (d. h. eine Raumcurve c^ 
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OrdnuDg (Klasse) in einem Räume von d Dimen- 
sionen) stützen. 

In dieser Gruppe befinde sich eine A-gliedrige 
Untergruppe von F^, die alle aus der N^ (abge- 

sehenvon je *)ji festen Punktennoch) eineÄ-glie- 
drige Gruppe der Ordnung (nd — |i) ausschneiden. 
Dann ist die Mannigfaltigkeit dieser Unter- 
gruppe 

(16) w = i (d -f- l—k) — ji (*— 1) = \i—kp wo 
(17) jp z= |i — (d + l—k). 

Dann besitzt die zur iV^ **) und zur JP-Gruppe 

vollständige conjugirte <&-Gruppe eine ^^-glie- 
drige Untergruppe von gleicher Mannigfaltig- 
keit, derenFlächen sämmtlich das |i-Eck der bez. 
(1 festen Punkte der Curve zum Pol-{i-Eck be- 
sitzen.'^ 

n) U. Gegeben sei eine ^-gliedrige Gruppe 
von JP , die alle eine N. stützen. 

Dann giebt es solcher p-gliedrigen Unter- 
gruppen(jp = l;2, ...Q, derenlndividuen ein der 
N^ umschriebenes {i-flach zum gemeinsamen Pol- 

|i-flach haben; eineoo'" Schaar, wo 

(18) m = (|i— p) (p + 1) - i> (n—t). 
Speciell ist diese Schaar eine endliche (oo ), 
wenn (und dann immer) 

(19) :=i einer ganzen Zahl ist. 



*) Denn zu jeder solchen Untergruppe gehört wieder ein anderes 
solehM |i-tnpel. 

**) Zar AbbQrzung anstatt: zu allen der N^ einbeschriebeuen Flächen 

A^" Ordnung of. pg. 374. Anm. 

W. Tk. Mejer, ApoUrität. ^ 



[ 
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Danu wird {t 

(20) ft = p{l+^}. 

Für p z= t ergeben sich die bez. Pol-Eigen- 
schaften der gegebenen Gruppe selbst.'^ 

;^In diesen Sätzen7c(I; II) ist die vollständige 
Identität der Darstellbarkeit der binären Formen 
als Summen von gleich hohen Potenzen und der 
analogen der (d + l)-nären Formen, die eine N. 

stützen und mit ihr (als N^ die gegebenen binären 

Formen gemein haben, ausgesprochen." # 

216. Diesen Stutzsätzen steht eine Reihe anderer gegen- 
über, von denen besondere Fälle schon pg. 97, 210, 221 
behandelt sind. Es möge hier nur der Hauptsatz mitgetheilt 
werden, an den sich alle weiteren, namentlich durch 
Verschmelzung mit den Stützsätzen (nach Analogie 
der Entwicklungen pg. 9'8, 105, 138, 201 f., 230, 234, 237) 
entstehenden als Corollare aiischliessen. Die Ableitungsmetbode 
ist identisch mit der auf pg. 133 gegebenen, so dass auf ihre 
allgemeine Formulirung hier verzichtet werden mag. 

Wir bezeichnen jetzt genauer mit Fd ein solches (alge- 
braisches) Gebilde im Räume von d Dimensionen, das selbst 
r-fach ausgedehnt ist und von jedem Lineargebilde (cf. 
pg. 356) auf der Stufe (d — r) in n Punkten getroffen wird. 
Demnach würden die bis jetzt mit F bezeichneten Flächen jetzt 

als „Fd " anzugeben sein, unsere Normcurve mit JPd etc. 

n d 

Dann lautet unser allgemeinster Vielflach (H-) Satz 
folgendermassen *) : 



*) Wir Bubstitniren im Satze selbBt statt des Bnchstabens F den an- 
peren U, in Analogie mit den früheren BeEeiohnungen. 
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p) H-8atz. „Durcb die Eckon voa q {d> q > 2) 
eiuerN^(d. b. irgend einer Curve (?*" Klasse (und 
OrdniiDg, im Räume von d Dimensionen) iiuiacliric- 
beaeii ^-flaolieu geht eine rid , wo 

. = ('- 



(21) » = 



- 1) (t-s) .... (i-i + 1) 

2 (i-i + Vf 

Sie ist dauii zugleich der Ort der Ecken einer 
00 '~ linearen Sc haar von N^ umechriebeiicn 
i-flachen. Diese letzteren aiml, wenn dieygegc- 
benen A-flaehe durch q binäre Formen A*" Ord- 
nung dargestellt sind, repriisentirt durch die 
ganze Gruppe derselben. 

Von jedem Punkte der IIa gubteiniindniir 
ein solches, N^ umschriebenes i-flacb aus." 

Besondere Fülle dieses Satzes sind schon vielfach'"' be- 
bandelt: ich nenne hier z. B, Hurwitz, Weyr, Pasch, Cremona. 
(Des Letzteren Arbeit war mir nicht zugänglich.) 

Die analytische Darstellung dieser H-Gebilde ergiebt sich 
noch Früherem ohne Mühe aus der zu der gegebenen binaren 
Fomiengruppe conjugirten „.Schnittpunktgruppe". Mittt'lst der 
t'unilamentalcn Zerlegung der Nt-. 21 ist ea lelcbt, jedesmal die 
Flächen Fj anzugeben, dereu vollständiger Durchschnitt unser 
H-Gebilde ist. 

Endlich erhslt man in Analogie mit Nr. 52, 133, 14C die 
canoniscbe Darstellung dieser H-Gebildc (mittelst Produkteu- 
sunimeu) ohne Weiteres aus der cauonischen Potenzsummen- 
darstellung der binären Formen. 

Die sämnitiiciien Entwicklungen und Sätze dieses § mögen 
in einer späteren Darstellnng auafübrlieher begründet werden. 
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§.37. 

Der Satz über die Govarianten der H- Reihe. Der Invo- 

Intionensatz. 

217. Beide Sätze eröffnen ein weites und schwieriges 
Gebiet unserer Apolaritätsforschungen : der erstere erledigt 
einen besonders wichtigen Fall der allgemeinen Frage nach 
der Bedeutung der Covarianten einer binären Form von zu- 
sammengesetzter Ordnung; der zweite lehnt sich wieder an 
einen Specialfall dieses Satzes au und führt in ein Gebiet ein, 
in dem überhaupt die gegenseitigen Verhältnisse der Linear- 
gebilde in den höheren linearen Räumen^ insbesondere insofern 
sie auf anzahlgeometrische Probleme führen, erforscht werden. 

Wir nennen ,£r Covarianten' einer binären Form f 
gerader Ordnung (2rf) die zwd-, drei- . . . d reihigen Deter- 
minanten der 

2.1, 2.2, . . .2 (rf— 1)** Differcntialqaotienten von 
f (nach den hom<^nen Variabein) ans dem Grunde , weil die 
erste Form dieser Reihe, die Hease'ache Form von f , gewöhn- 
lich mit U beaeichnet wird. Wir schreiben unsere Formen succ. 

(l) H^^ H^ . . . H^_^y Die Elemente der Determinante 

U^ sind (in der Variabein) von der Ordnung 2d — 2k, mithin 

U^ von der Ordnung 2 (t4-l) (^ — t). 

Dann lautet unser Sati (unter H^ sei /'selbst verstanden): 

a^ -ff-Sati. ,Die Formen H^ (= gesetzt, 

i =r 0. K .. . d — 1^ stellen« wenn F^ diejenige Fläche 

(zweiter Ordnung) ist« die eine N^ stützt und sie 

in den Punkten /*(= 0^ trifft« diejenigen Linear- 
gebilde i** Stufe der Curve dar, die die Fläche 

herüknm'^ oder kürzer: ^die« Fliehe und Curve 

gemeius^imen« Lineargebilde ifc^* Stnfe.^ 

Wir b^siIXtien lom Bewesie ]M)lgeiide Hftl&Bitze, deren 
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Beweis dir ein l 



lichl 



ilgPS rf g. 



d gerade so geföhrt wird, wie für die 



Fülle d = 2,3, wo er bekannt ist. 

1) Die einer allgemeinen F, = F<t „angehörigen" (tl. h. 
nie bcrillirenden) Lineargebilde irgend einer Stuft) bilden einen 
„Ooniplex" zweiten Grades d. Ii. sie sind durch eine Gleichung 
I^^GradesindenCoordioaten*) eines Bolcheii Gebildes bestimmt, 

21 Ißt eine A'j in allgemeinster Weise dargestellt dnrcli: 

(2) px^ = <p,(X) (t = 0, 1, , . . rf) = «,^ X-- + . . . o.,, 
ao sind die (homogenen) Coordinaten eines der JV^ angehörigen 
Xiineargebildes t'" Stufe die Kerne der aus den k*'" Differential- 
qnotienten der 9 gebildeten Matrix, somit ganze Funktionen 
von X der Ordnung (Ä'-}-l) (d—k). 

Au» (1) und (2) folgt 

3) KBgiebt2(A+l)(d— i)einer A'^ und einer F^ = Fi'' 

gemeinsume Lineargebüde A'" Stufe, aiso gerade ao viel, als 
die Ordnung von H^ betragt. 

4) Wenn ein Lineargebilde irgend einer Stufe eine F^ 
berührt, bo ist es in Bezug auf die F^ zum Berührungspunkte 
conjngirt d. h. das zu irgend einem Punkte des gegebenen 
Gebildes conjngirte**) Lineargebilde (rf-^I)"' Stufe (Gebilde u) 
geht immer durch den Berührungspunkt. 

Dann geht unser Beweis für den H-Satz so vor : 

Uie der N^ umschriebenen PoI-(2rf — A)-flache der (die 

N. BtUtzenden) F^ sind, wie wir wisae», dargestellt durch die 

*or Gnippe der i"" Polaren von /' eonjugirte Gruppe d. h. 

I „Klemente" ***) des {2d — A:)flach8 genügen den nach ebenso 



•) cf. .. B. S. 1. 

**) Kürter: die Polarn (u) Aee Piinkle« lin Bvxiig auf di« /*,). 

"••) d. Ii. die Argumente d«r (Si(— i) Uebilde (u) (doT Corvo), die c 
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viel Wcrthen polariBirtcii und = gesetzten k"" Differential- 
quotienten von f. 

Demnaeh stellt H^ ^ diejenlgeD (und nur diese) der 
Nj umBchriebenen Pol- {2d — Abflache der F^ dar, fiir die 
2 (rf — A) ihrer Elemente (M-Gebilde) coincidirt sind (etwa in e). 

Aus dem Begriffe des Polvieläaebs folgt dann sofort, daas 
in diesem Falle das Lineargebilde e der Ourve von der 
k"" Stufe in Bezug auf die F^ »ii eiuein Punkte conjugirt 
ist. von dessen d an die Curve N^ gehenden Lineargebilden (») 
gerade (d — k) als Schnitt das Liueargebilde e bestimmen. 

Daraus folgt aber mit Heranziciiung des dritten und vierten 
Hülfssatzes sofort unser Satz*) (cf. die spei;. Fslle pg. 92, 201). 

Der diesem entsprechende Satz für die ebenen Curveii 
pf*' Ordnung, die einen Kegelschnitt stützen, ist daraus sofort 
angebbar, was aber unterbleibe, da seine Formulirung der gco- 
metrisebeil Prägnanz des J7 Satzes entbehren würde (cf.pg, 235). 

218. Man überzeugt sich sofort, dass (exci. rf ^ 1, wo 
der Satz bedeutungslos ist) die Ordnung von H^ immer grösser 
ist als die von f und gleich {abges, von k^O) nur für k^d — 1. 

Man kaun daher die Frage aufwerfen : Ist umgekehrt 
eine Form der Ordnung ä (^-f"^) i*^ — ') S''g^l'S"i *!'* zugleich 
den Bedingungen genügt, eine Form H^ zu sein, wieviel 
Formen /' giebt es dann, deren Covariante i/^ mit der gege- 
benen Form identisch ist? 

Es soll hier nur der einfachste Fall k-^tf — I in Betracht 
gezogen werden. 

Dann lautet die Frage auch so : 

Gegeben sei eine N^und auf ihr ein 2f/-tupel (/■j^: 



{ 

i 



*'i Eine «iiderD ohankteristisoh« Eigtniohaft dm bmAren furnmi 
gnndor OHbuii|; [id) und der tiigDhertgen f'j ist pg, .H83 mitgetlieilt. 
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wieviele <!>^ giebt es, die dieses 2(Z-tupel g-^ (= 0) 

(von «f-Gebil de n)mitderN^ gemein haben und dieN 
stützen? 

Diese Frage ist aber (nach Satz e^) pg. 366) identisch 
mit der andern : 

Wieviel In volutionen (d+1)**' Ordnung giebt 
es mit gemeinsamen 2d =: 8 Doppelelementen? 

die selbst wieder in der allgemeineren enthalten ist : 

t) Wieviel Involutionen (d -{- l)^^' Ordnung 
giebt es mit gemeinsamen 2r7=:S Elementenpaaren 
(spec. Doppelelementen)? 

Die Lösung lautet: 

^Die Anzahl a;^ dieser Involutionen bestimmt 

sieh durch die Relation 

^8 _ (8-1)! 

. q + iy.q-ir. 

die alle Fälle umfasst (nur dass man für 8 = 2 
fürO! die Eins zu setzen hat)^'. 

Demnach ergeben sich z. B. für die Involutionen 

3ter^ 4tcr^ gfr^ gfr^ ^ter^ ^ter^ Ordnung 

2, 5, 14, 42, 132, 425 
Involutionen mit bez. 

4, 6, 8, 10, 12, 14 
gemeinsamen Elementenpaaren. 

Für den Beweis dieses „Involutioiicnsatzes** habe ich bis 
zur Zeit keine so einfache Form finden können , dass er hier 
vollständig abgeleitet werden könnte, es mögen einige An- 
dentungen über den Gang desselben hinreichen. 

Das Verfahren ist dem früher (Nr. 155) bei Involutionen 
vierter Ordnung angewandten ganz analog. Man bemüht 
«ich, die gewünschten Involutionen in der That durch ge- 
eignete (2i)-Büschel auszuschneiden. 

Gehen wir etwa zu den nächst höheren (fünfter Ordnung) 



über, so denken wir iiiia ziiiiüclist euie R mit 8 eigentliolicii 
Doppelpunkten, deren Argumcute, wie man aicli (ähnlich 
wie auf pg. 321) unschwer überzeugt, ganz willkürlich gewählt 
werden können, (cf. die Anmerkung.) 

Dann gehl durch jede (eigentliche) vierfache Sekitnte 
der Curve ein Ebenenbilschel, dna eine Involution fünfter Ord- 
nung mit vorgegebenen ucht Elementenpaarcn aus der Onrve 
ausschneidet. 

Man bestimme daher zunächst die (bekannte) (cf. pg, 363) 
Anzahl der vierfachen Sekanten, die eine R^ Uberhnupt be- 
sitzt: ziehe in unserem Falle davon ab erstens die Verbin- 
dungsgeraden je zweier der (8) Doppelpunkte, zweitens die 
Sekanten, die von je einem Doppelpunkt ausgehen und die 
Curve noch zweimul treffen, (Da durch Projektion von 
solchem Doppelpunkt aus auf eine Ebene eine M^ entsteht, 
so giebt es solcher Sekanten so viele, als eine äJ ausser 7 
bestimmten Doppelpunkten noch weitere besitzt. Und analog 
in den höheren Fftlien.) Demnach erhält man n!s Anzahl 
der eigentlichen vierfachen Sekanteu unserer R^: 



i^^ 



6. 5 



8. 7 



,6. 5 



1. 2. 2. 



7) = 13. 



Also existiren jedenfalls (mindestens) 13 Involutioneo 
fllnfter Ordnung mit 8*) gemeinsamen El erneuten paaren. 

Sehen wir zu , ob wir nicht einen noch genaueren 
Werlh ermitteln, wenn wir unsere Involutionen aus einer 
Ji|j (also im nfiehst höheren Räume) mit 8 (eigentlichen) 



I 



*) Diese siDil mich uln Argii» 
willkilrlith nnnvlmibar. I)<^nn «cb 
ntlEpn mit beliebiger) ArgiiiiicntFiipiii 
t^ gcra4e erfQlleii kaun. 



nie i!or S Doppelpniikta det ÄJ , 
i>igeTitliche Doppel punkte i 
n nullit J4 itcdinguugen , <1i 
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Doppel|>imkten*) durch Büschel von («) Gebilden nusscIineiHen, 
die flnrcli je ein die Curve sechsmal treffendes Linearge- 
liilde zweiter Stufe (Ebene) gehen. 

Wir bilden erst wieder die Anzahl dieser Ebenen für 
ein« RJi überhaupt (nach Formel (25) pg. 363); ziehen für 
unsem Fall davon ab 1) die Verbindungsebenen je dreier 



*) Di« Existeni d'u^Mt Curvo Ut loicht direkt niicliiveisbar. Denkt 
man sich oine ^ mit ZI getronnlcn noppnlpiinkleii (eine Ciirro, dio 
mau darch eineo conliDiiirlichen ProucBEi anatu)^ dem pg. 346 anmerkung 
■nitgstb eilten am einer Ic mit 15, diese wieder aua oincr if! mit 10 
Uoiipelliiinkten , die nach Nr, 192 oxintirt, ableiten kann) „und legt 
Anreh 13 derBSlbcn und irgend drei einfache Pankte der Ciirve eine 
»'■Schaar *on Curren fOnfter CIrdniing, so schneidet diese gerado dia 
Tiorgliedrign ttrnppe niwerer belraebteten Ä*| aiia". 

DJB Argnmeal» der nebt Rcstdoppfllptinkle der /^ aind gon» will- 
kSrliah |wie die der drei cinrachon Plinklef and in der That liftllgt oiiic 
ff|l mit »cht Uoppolpiiiikten (von beliebigen Argumenten) noch aiiuer- 
rim ron drei Willküilichkeilen ab. 

.Daher gieht ea also auf iip)ierer I^ immer 14 Sextupel von t'ankten, 
devL-n jpd« nrbBt den 13 aungowllbltcn Doppolpiinklon und drei willkflr- 
lieb gewBblten oinfscben Punkten die Griindpiinkta eineti BHacbuls von 
Cor*«!) fOnfter Ordnung bilden (und dieec 14 Biiacfael acfanuidon dnnn 
14 iDvolutinnen fflnfter Ordnnng mit 8 geineinBameii Eiern eulen paaren 
■tu d(T CurTe aiis)." 

Oaa einfMhito Bild unierer 14 Involntionsn erhKII man in dem 
F*ll Act Jt^ (mit 15 Doppelpunkten |, Betrachtet man hier die Argumen- 
tenpaare TOD 8 derselben aXi die gegebenen K lerne nlenpaare (die dann 
sllerding* durch eine bestimmte Relation verbunden eind), so iverdcn die 
gewdnachtRn 14 Involiilioncn aus der Ciirre nut^gencbnitton 

1) durch die 7 Strablbilscbcl dur ^ weiteren Doppelpunkte, 

3) durch 7 BtlBcbel von Cnrven dritter Ordnung, deren Orundpiinkte 
»ua den T weiteren Doppelpunkton und je einem Paar von einfachen 
ritnklen der Curve betilehen. 

(Denn da« Neta von Curven dritter Ordnung dnrcb diese 7 Doppel- 
puokl« lebneidet mu der Carre dia dreigliedrig« Qruppe einer J^ aua.) 
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fler (8) Doppel punkte, 2) die Verbind nngsebeneti je zweier 
von ihnen, die die Curve ausserdem noch zweimal treffen, 3) 
die durch je einen Doppelpunkt gehenden, die die Carv© 
noch viermal treffen. Dies liefert für die gewünschte Zahl 
von eigentlichen sechsfachen Sekanten-Ebenen: 

,7 7. 6 6^5 _ 

.2' 2. 3' 3. 4 
_ .5 7. G 

ll.2.3"^"l. 2^'" "'"^"tl. 2'2. 3 1.2 



-7(15-6) =14. 



(5) 



(8. 7. 6 8. 7 n. 6 



Durch jede derselben geht ein {u)BUscliel, das eine 
dei' verlaugten Involutionen aus der Curve ausschneidet, so- 
dass mindestens 14 solcher existiren mUssen. 

Geht man jetKt aber wieder weiter, zu BJj, flj* etc, mit je 
acht eigentlichen Doppelpunkten und verfahrt analog, so 
überzeugt man sich, dass diese Zahl 14 immer wieder- 
kehrt, also eine obere Grenze für die gewünschte Anzahl 
darstellt. 

Dies bestätigt sich vollkommen durch die allgemeine 
Untersuchung. Schneidet man, ganz wie oben, auch die 
Involutionen n"" Ordnung, durch (m)- Büschel aus Curvea 
aus, die immer (2n — 1) eigentliche Doppelpunkte besitzen, 
so ergiebt sich für die jedesmal so nachweisbare Zahl von 
gesuchten Involutionen (mit denselben 2(»i — l) Klementen- 
paaren) eine Recursionsformol. Diese Ifisst sich in ein© 
einzige Keihe ziisamTueuzieheu, deren Snni me von einem 
bestimmten Gliede an einen festen Grenzwerth 
nie mehr Überschreitet (weder nach oben noch nach 
unten). Darin liegt der (wenn auch nicht vollkommen 
strenge) Beweis, dass dieser Grenzwerth die gewünschte 
Anzahl genau darstellt. Dieser Grenzwerth nun ist kein 
anderer als der oben unter (3) angegebene, nachdem rastt 
für den ursprünglich gefundenen noch Zähler und Nenner 
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mit gewissen ganzen Zahlen nmltiplicirt hat, tun ihm i1ie»e 
e)eg«Dte Gestalt zu verleihen. 

219. Unser Involutioncusatz lüost sich aber auch leicht 
in die Sprache der höheren Räume übersetzen und bildet da 
wieder den Ausgangspunkt einer vollständigen anzahlgcome- 
trischen Theorie der Lineargebilde dieser Räume. 

Wählen wir als Beispiel die Involution vierter ürdnmig. 
Hiine solche ist auf einer N^ durch zwei ihr umschriebene 
Vierflache (Quadrupel) gegeben und bestimmt dann vermöge 
aller ihr angehöiigcn Quadrupel die Punkte einer Geraden g. 
Jeileni Duppelelemente der Involution entspricht dann eine 
„Ebene* dcrCurve, die die Gerade (j trifft und umgekehrt. 
Daher giebt ea so viele Involutionen vierter Ordnung mit den- 
selben (<>} Doppelelementen, als Gerade, die sechs Ebenen 
einer Gurre N^ (und somit nach einem bekaiinteu"' Lagenprineip 
überhaupt sechs Fbenen) treffen. 

Und so spricht sich der Involutionenaatz t) auch ao aus: 

Satz X|). „Es giebt a:g^,j Linea rgebilde erster 

Stufe (Geraden), die in einem Baume von d-\-\ 

Dimensionen 5 Lineargebil.de tt" Stufe treffen 

b {u. d ual.)." 

Und annlug beweist sich folgeuder Ausspruch : 
Prinzip ti) „Ea giebt in einem Räume von n 
Lj>inien8ioneD gerade so viel Lineargebilde r*** 
IStafe, die (*■+!)(«— r) Lineargobiide (n— 1— rj*" (d. i. 
Iderconjugirten) Stufe treffen (u. dual.)i als (r-|-I)- 
Igliedrige binäre Gruppen f »"' Ordnung mit g o- 
I rneinsamer K unk tional d etermiuante." 

Man erkennt daraus, dasa die vollständige algebraische 

[ Erweiterung unseres Involutionensatzes t) (auf höhere Gruppen) 

augleich alle anzahlgeometrischcn froblonio lösen würde, die 

man in den höheren (linearen) Räumen , sofern es sich um 

Lineargebilde allein handelt, überhaupt stellen kann. 
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Efl ist hier aber zngleich der Ort, all^mem darauf hin zu - 
weiaeoj wie wir durch unsere ApoIariUitebetrachtungen, die uns 
mitNothwendigkeitauf dieH-(cf, Satz p)und die ihneo je eindeutig 
zugeordnetL'D (eine N^ stützenden) i*'-Gebi!de und ihre invari- 
auten Eigeuschaften f^tfarten , thafsäcblich tmplicite die 
Theorie der entsprechenden Lineargebilde höherer Räume 
mitbehandelt haben. Denn die Coefiicienteii in den Glei- 
chungen der H-Gebilde sind ja nur lineare Combinationen der 
Coordinaten der bez. Lineai^ebilde (und umgekehrt) und ea 
gelten zwischen ihnen die analogen Relationen, wie zwischen 
den letzteren (Coordinaten). 

Ho wareu die H-Kegel schnitte thatsüi-hlich die Bilder der 
Ranmgeraden und in diesem Sinne behandelte ja der §.21 die 
Abbildung der linearen Complexe auf die Ebene. 

So rechtfertigt sich die dem Titel dieses Werkes beige- 
gebene Erklärung. Das schon zu Anfang dieses Kapitels in 
Ausflicht gestellte Werk wird gerade diese Beziehung zwischen 
Linear- und Il-Gebüden, nebst den bez. Coefficientenrelationcn 
mit zu Grunde legen. So wird es möglich sein, eine schon 
von Manchen'^' (z. B. Grassmann, VeronoHc, Jordan, tialpht^n, 
Spottiswoode) angebahnte projektivische Theorie der höheren 
linearen Räume, wenigstens in den Klomenttn, systematisch 
durchzuführen. 



§.38. 

Die ItDeare Transformation auf den rationalen Curven und die 

allgemeine Collineation. 

2:^0. Zum Schlüsse soll noch die wichtige, am Ende 
von Kap. I aufgeworfene Frage nach der Beziehung zwischen 
den linearen Transformationen auf Curven Jt'' und den Col- 
lineationen des bez. Raumes erledigt werden. Dies geschehe 
in gedrängter Weise mittelst einiger Sätze, deren (einfache) J 
Beweise hier unterdrückt sind. 
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Ea genügt, statt der Curven Ä die {Norm)curven R' 
zii Grunde zu legen. Dazu dient der 

Hulfssatz I. „Gegeben sei eine R": 

(I) pi, = v,m (i = 0, 1, . . . «). 

Streicht man (»l — d) dieser Gleichimgeu (etwa für 
i^rd-|-l, d-{-2, ...»), so reaultirt eine Ä'', die aus der Jt" 
durch „Projection" entsteht, und zwar mittelst aller (ao ) 
M-Gehihle*). die durch das Liueargebtlde (h — rf— 1)*°' Stuie: 

(2) *„ = 0, x^ = 0, . . .x^ = 
geheu, auf dasjenige ä*" Stufe: 

(3) x^^^^O, ^^^, = 0,...^^=0. 

Ut daher umgekehrt eine 7?^ {px^ = cp^(X), t = 0, l,...d} 
gegeben, so liisst sie sich durch HinzufUgung von beliebigen 
n — d weiteren Gleichungen {px^ = %Q-)i A: ^ d + 1, . . . «) 
iD der augegebenen Art ala Projektion einer M" auffiissen. 
Eiue lineare Transformation auf der R'^ ist dann genau dieselbe, 
wie die auf der bez. if"." 

Fragen wir, iu was für eine lineare Transformation des 
Raumes von n Dimensionen durch diesen Proeess irgend eine 
■olcho des gegebenen Raumes (von d Dimensionen) übergeht, 
Bo löst dies der 

Hulfsatz IL „Ist die Transformation im liQhereu Haume 
(von H Dimensionen) gegeben durch: 

(4) py^ = «j^ _ £»,^1 a^y -H «u aTj -|- . , . a^^ a;^ (t ^ 0, 1, . , . n) 
nnd verschwinden alle v*™ Unterdeterminanlen der Trans- 
formatiousdcteniiinaute (aber nicht alle (v -|- 1)*"), ao atelit 
diese spccielle Transformation eine „Projection" 
dar von dem Lineargebildev"" Stufe 
(7) a := (i := 0, 1, . . . »*) (mit den Horizontalcoeffieieuten o) 



•) d. i. i. 



r ein Gebilde u_ i= 0, 



^98 Veraligemeinerongett.^ 

auf das (dualistisch conjugirte) Lineargebilde 

(n_v—l)^ Stufe: 

(8) ttj^^ = (Ä = 0, 1, . .. w) (mit den Vertikalcoefficienten a), 

verbunden mit einer (allgemeinen) Collineation 
in dem letzteren Gebilde. 

Umg. gehe man von einer beliebigen Collineation im 
letzteren Gebilde aus, so gelangt mau rückwärts zur (uneigent- 
Hchen) Collineation (4) im höheren Räume." 

221. Fragen wir nunmehr, welche (specielle) Collineation 
im bez. Räume (von n Dimensionen) eine lineare Transfor- 
mation auf einer R^ nach sich zieht, so lautet die Antwort: 

Satz ^) „Durch eine (allgemeine) lineare 

Transformation auf einer i2° ist die (allgemeinste) 

Collineation des bez. Raumes von der Art he- 
stimmt; dass sie dieCurve in sich überführt und 
umgekehrt. Eine solche besondere Collineation 

hängt (bei ganz willkürlicher Annahmeder i2° 

und der projectivischen Beziehung auf ihr) von 
(fi — 1) Constantcn weniger ab^ als die allgemeine 
Collineation (des bez. Raumes). Dies rührt daher; 

daaS; imiii es eine ü^giebt; die bei einer Colline- 
ation in sich übergeht; so auch noch eine qc°~^ 
Sc haar.* 

In der That, seien 0, oc die Doppelelemente der pro- 
jectivischen Beziehung auf der I^y und das Coordinatenpoly- 
eder da« Normpolyeder (cf. Xr. SO"! der Curve, so ist diese dar- 
gestellt dun^h: 

^9> f^Tj = t X^ ^1 = 0, 1, . . . h) 

und die projektivische Beziehung nel»t der dorch sie be- 
»tinnnten OoUiueatiou durch 

Dann aber geht auch jede Curve der oc*^* (pg. 44, 300) 
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Schaar^ die durch (9) bei variabeln h dargestellt ist^ in 
sich über. 

222. Nun ist aber der strengere (allgemeinere) Begriff 
einer binären linearen Transformation 

bekanntlich der^ dass X und [i nicht auf derselben, sondern 
zwei verschiedeneu (ganz beliebigen) i?° interpretirt werden, 

die dann vermöge (11) projektivisch auf einander bezogen 

werden. 

Von diesem Gesichtspunkt aus gelangen wir zu dem 
CoUineations-Fundamentalsatz <]/). „Durch 

eine allgemeine Collineation (im Räume von n 

Dimensionen) geht offenbar irgend eine i?|| (mit 

ihren sämmtlichen Lineargebilden) über in eine 

iS" (mit allen ihren Linea rgebilden) und zwar sind 

dann vermöge der Collineation die Elemente 

beider Curvcn projectivisch auf einander bezogen. 

Aber auch umgekehrt ist durch eine projektiv- 

ische Beziehung zwischen irgend zwei Curveii 

U", iS"*) (in allgemeiner Lage) eine Collineation 

*) Nehmen wir die eine Curve zur Normcurve 

pjc = n X (n = 1, n = n, etc.) 
^ I i ' 1 ^ ^ 

FO ist die zweite in allgemeinster Weise dargestellt durch 

aa5=o(u.) -na u+na ul -4-. ..na u.. 
Vermöge der projectivischen Beziehung (11) gehen die 9 {^) über 

]D {abges. von dem in a eingehenden Faktor {c\ -|- c2) }: 

<l> (X) n -4 X" 4- n -4 X 4- ... w -4 X . 
i ^ ' 10 'in n In 

Dann ist die durch (U) bestimmte Collineation unseres Raumes 

keine andere als 

ly =i A X -^^ A a?+...-4 
^'i iO 11 l In 

Waren die a allgemeiner Natur, so auch die ^_ . 
Ik Ik 



X . 
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(des bez. Raumes) und zwar die allgemeinste ihrer 
Art bestimmt. 

In diesem Sinne stellt demnach die binäre 
Collineation (11) zugleich die (n-f-l)-näre dar und 
umgekehrt und die Invarianten des einen Gebiets 
zugleich die des andern.^ 

Daher ist die oft von uns benutzte Operation: ^Man 

wähle irgend eine vorliegende i?° zur Normcurve (statt der 

ursprünglich vorhanden gedachten, auf die der bez. Raum 
bezogen gewesen war) und nehme auf ihr eine beliebige Para- 
meter vertheilung an^ identisch mit der kürzeren: 

„Man übe auf den Raum eine a 1 1 g e m e i n e Collineation 

aus (durch die die ursprüngliche Normcurve in die 22" über- 
geht).« 
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SUtt j,63- pg. 43 «. 4 V. u. lese man ,35*. 
., «iviiiiciren sie sich «uf^ pg. 60 z. 7 v. u. — „bestimmen sie**. 
, ,<$. 17. 18* pg. 84. 100 — «g-lS, 18*-. 
^ •■*-*' pg. 126 «. 12 V. u. — „:^*. 

«liiiCÄf pg. 191 E. 4 T. n. — .flinear in den X.**. 

^linules" pg. 201 2. 8 t. o. — ..Grades von". 
^ ,,„ 4- 1) Seiten* pg. 234 e. 14 v. n. — ^{n + 1)-Seiten«. 

, , f " in v26") pg. 189 immer ,, + *. 

- -+ •*' pg- 304 E. 4 T. o. — ,::ti.* 
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